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Vorwort

In dieser Einfithrung zur Relativitdtstheorie werden die grundlegenden physikali-
schen und mathematischen Konzepte der Speziellen Relativitdtstheorie und einfache
Fragestellungen der Elementarteilchenphysik aus logischen Uberlegungen und im
historischen Kontext dargestellt.

Besonderer Wert wird auf die Herleitung der Formelzusammenhénge aus physikali-
schen Uberlegungen anhand historisch vorangegangener Erkenntnisse gelegt. Der
gesamte Inhalt des Buches baut auf diesem Prinzip auf, sodass ein konsistenter logi-
scher Faden die gesamten Kapitel durchzieht. Es wird gezeigt wie aus etablierten
physikalischen Grofien im historischen Kontext, mit den Methoden der Theoreti-
schen Physik logisch neue physikalische Grden aus weiterfithrenden Uberlegungen
hergeleitet werden konnen. Die bahnbrechende Entwicklung der Relativitadtstheorie
durch Albert Einstein macht es zu einem besonderen Vergniigen dies im Nachgang
in modernem Gewand in Form dieses Lehrbuches zu zelebrieren. Der Autor hofft,
allen Lesenden dieses Vergniigen mit dem vorliegenden Werk ebenso zu bereiten,
wie er es beim Schreiben und Recherchieren erfahren durfte.

Die Behandlung der Theorie im Rahmen des vollstandigen 4-Tensorformalismus
wird vorbereitet, jedoch nicht ausgefiihrt, um den mathematischen Abstraktionsgrad
moglichst gering zu halten.

Gegentiber der 5. Auflage wurden einige Unklarheiten beseitigt und das Vorwort

wurde gedndert.

Mai 2026, Patrick Kotal
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1 Spezielle Relativititstheorie 1

Die Spezielle Relativitdtstheorie (SRT) ist in ihrer gesamten Konsequenz eine Erwei-
terung der Newtonschen Mechanik (ohne Gravitationstheorie), sowie der klassischen
Elektrodynamik. Alle Bewegungsgesetze von Kérpern (ohne Gravitation), die bereits
seit Newton bekannt waren, wurden durch die SRT auf ein neues Fundament ge-
stellt. Sie erweitert die Gesetze der Newtonschen Mechanik (ohne Gravitation) und
enthalt diese als Spezialfall, wenn die Geschwindigkeit physikalischer Vorgange sehr
viel kleiner ist, als die Lichtgeschwindigkeit.

Wie die Newtonsche Mechanik, kann die Spezielle Relativitatstheorie in einen kine-
matischen Teil, der sich rein mit den Bewegungsgrofien beschéftigt und einen dar-
iiberhinausgehenden dynamischen Teil, der auch dazugehorende Kréfte und Impul-
se berticksichtigt, thematisch aufgeteilt werden. Die SRT fufst auf den Werken meh-
rerer bedeutender Experimentalphysiker, theoretischer Physiker und Mathematiker.
Deren Vermaichtnis ist keineswegs verloren gegangen. Ihre Namen sind zum Be-
standteil einiger wichtiger Konzepte und Methoden (wie z.B. die Lorentz-Transfor-
mation, Poincare Transformation oder der Minkowski-Raum) der SRT geworden.
Allen voran ist es Albert Einsteins Verdienst, mit der Speziellen Relativitatstheorie
eine konsistente Theorie entwickelt zu haben, die alle Versuchsergebnisse von Expe-
rimenten, die sich mit Fragestellungen zur Relativititstheorie beschéftigen, erklaren
kann und zudem, mathematisch stichhaltige Vorhersagen fiir Ergebnisse noch fol-
gender Experimente, liefert.

Als Bestandteil der Quantenfeldtheorie, bildet sie die theoretische Grundlage zahlrei-
cher aktueller, naturwissenschaftlicher Erkenntnisse.

Im ersten Teil des Buches werden wir uns mit der SRT in der dreidimensionalen For-
mulierung, wie sie von Einstein selbst in die Wege geleitet wurde, beschéftigen. Die
wesentlichen Erkenntnisse zum Verstandnis der SRT, konnen ohne die Zuhilfenahme

von 4-Tensoren der Raum-Zeit, in aller Anschaulichkeit abgeleitet werden.
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1.1 Newtonsches Relativititsprinzip und Galilei-
Transformation

Wenn wir uns mit den Erkenntnissen der speziellen Relativitdtstheorie beschaftigen
wollen, dann ist es sinnvoll, sich zundchst in die Képfe der Physiker Ende des 19.
Jahrhunderts zu begeben. Ich beginne also meine Erlduterungen mit den Uberzeu-
gungen von Physikern wie Newton und Maxwell.

Ende des 19. Jahrhunderts war man iiberzeugt, dass man mit den von Newton for-
mulierten physikalischen Gesetzen, die meisten Vorgange in der Natur korrekt be-
schreiben kann.

Newton hat mit seiner Gravitationstheorie ein Erklarungsmodell geschaffen, das
den Zusammenhang zwischen fallenden Gegenstanden hier auf der Erde und der Be-
wegung der Planeten um die Sonne auf einen gemeinsamen Nenner bringt. Die von
ihm formulierten Gesetzmafligkeiten sind nach wie vor in erster Naherung korrekt,
wenn man sich mit bestimmten Einschrankungen, zufrieden gibt. Welches diese Ein-
schrankungen sind, konnte Einstein mit seiner Relativitdtstheorie zeigen. Auf diese
werden wir spater im Detail zurtickkommen. Ein Prinzip das jedoch von den im 20.
Jhdt. entdeckten relativistischen Effekten nicht ausgehebelt wurde, ist das Newton-
sche Relativitatsprinzip. Es wurde bereits von Galileo Galilei forumuliert. Genau ge-
nommen handelt es sich um ein Axiom der Physik. Ein Axiom ist ein Satz, der nicht
in der Theorie bewiesen wird, sondern vorausgesetzt wird, um darauf eine Theorie
aufzubauen.

Das Newtonsche Relativitatsprinzip besagt bildlich gesprochen, dass die Bewegung
eines Objektes in einem Fahrzeug nicht beeinflusst wird, solange das Fahrzeug sich
mit konstanter Geschwindigkeit bewegt oder steht.

Man kann das leicht ausprobieren. Wirft man in einem Fahrzeug einen Gegenstand
in die Luft, so wird dieser wieder genau in den Handen landen, wenn das Fahrzeug
sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegt. Stell Dir vor, du sitzt in einem Zugab-
teil, draufen ist es dunkel und du kannst nichts héren und sehen. Der Zug sei so gut
gedammt, dass keinerlei Fahrtbewegungen spiirbar sind. Du bist eingeschlafen und
wachst auf, weifst aber nicht ob der Zug noch fahrt, oder steht. Kann man anhand ei-
nes beliebigen Experimentes feststellen, ob sich der Zug noch bewegt oder ob er

steht.



1.1 Newtonsches Relativititsprinzip und Galilei-Transformation

Die Antwort lautet ,Nein”. Und das ist die Aussage des Newtonschen Relativitats-
prinzips. Das mag trivial klingen. Es besagt jedoch dass es kein mechanisches Verfah-
ren gibt, mit dem man feststellen konnte ob der Raum in dem man sich befindet sich
gleichformig bewegt oder relativ zur Umgebung ruht.

In der Physik bezeichnet man einen geschlossenen Raum, in dem man ein physikali-
sches Experiment durchfiihren kann , wie z.b. das Fahrzeug, auch als Labor. Abstrakt
wird ein Labor dann mit einem Koordinatensystem ausgestattet, sodass jeder Punkt
des Labors eindeutig festgelegt ist. Auch das Universum kann in diesem Sinn ein La-
bor sein. Abstrakt gesprochen heifSen Labore in der Sprache der Physik auch Bezugs-
systeme. Wenn sich ein Bezugssystem, wie z.B. ein Fahrzeug gleichformig bewegt
(d.h. mit konstanter Geschwindigkeit) und der Einfluss der Gravitation nicht bertick-
sichtigt wird, dann bezeichnen es die Physiker auch als Inertialsystem. Die Spezielle
Relativitatstheorie (SRT), beschéftigt sich nur mit physikalischen Vorgangen in Inerti-
alsystemen und zwischen Inertialsystemen. Im folgenden stellen wir uns die Fortbe-
wegungsmittel als Inertialsysteme vor. Zugleich statten wir es mit einem Koordina-
tensystem aus. Ein Koordinatensystem im 3-dimensionalen Raum besteht im ein-
fachsten Fall aus 3 aufeinander senkrecht stehenden Achsen x,y und z. Im folgenden

betrachten wir Bewegungen auf einer geraden Linie entlang der x-Achse.

Newtonsches Relativitatsprinzip

Innerhalb eines abgeschlossenen Inertialsystemes ist es nicht feststellbar, ob sich das

Inertialsystem gleichformig bewegt oder ruht.

Wir werden den Wahrheitsgehalt dieser Aussage nun in den Kapiteln 1.1-1.6 mit
zahlreichen Uberlegungen iiberpriifen.
Aus ihren Grundgedanken heraus beschreibt die spezielle Relativitdtstheorie physi-

kalische Vorgange unter der Berticksichtigung relativ dazu bewegter Inertialsysteme.

Ein wichtiges Arbeitsmittel das sehr gut zum Verstandnis der speziellen Relativitats-
theorie beitragen kann, sind Gedankenexperimente. Ein Gedankenexperiment ist ein
gedankliches Konstrukt, bei dem man sich bestimmte physikalische Vorgéange vor-
stellt und diese im Rahmen giiltiger physikalischer Gesetze theoretisch untersucht.

Ich mochte mit einem einfachen gedanklichen Experiment beginnen, mit dem man
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die Beschreibung der Anderung der Koordinaten bei Bewegungsvorgingen einfach
vor das geistige Auge fiihren kann. Ich mochte nochmal speziell betonen, dass fol-
gende GesetzmifBigkeiten ein Relikt der Vor-Einsteinschen Ara sind. Die folgenden
Transformationsgesetze sind nur in 1. Naherung richtig, namlich dann wenn die Vor-
gange sehr viel kleiner als mit Lichtgeschwindigkeit stattfinden.

Alice stehe auf einem Bahnsteig (Abbildung 1.1), wahrend sich Bob in einem Zug mit
konstanter Geschwindigkeit , v* von Ihr entfernt. Beide befinden sich in einem eige-
nen Inertialsystem. Alices Intertialsystem S (Koordinatensystem) bestehe aus den Ko-
ordinatenachsen x,y, z und Bobs Koordinatensystem S', das fest mit dem Zug verbun-
den ist, bestehe aus den Achsen x',y' und z'. Wenn beide die Koordinaten eines Punk-
tes P der sich im Zug befindet, beschreiben wollen, dann messen sie die Koordinaten
jeweils vom Ursprung ihres eigenen Koordinatensystemes. Der Punkt P konnte z.B.
auf der Sitzflache eines Sitzes im Zug sein. Wir wollen die Bewegung der beiden rela-

tiv zueinander beschreiben. Die Strecke die Bob zurticklegt, ist gleich der Strecke v*t.

Bob s P
@ * ——
. S
Alice
® [
AY r'y yl
Alice Bob
. P (x'y'.z') oder
Vit (x.y.z) fest mit dem Inertialsystem S' verbunden
¥ X'

Abbildung 1.1: Relative Bewegung zweier Inertialsysteme in x-Richtung zur Erklarung der
Galilei-Transformation

Ein wichtiger Punkt zum Verstandnis ist hier die Tatsache, dass Bob in S' nur die , ge-
strichenen” Koordinaten misst und Alice in S nur die ,, ungestrichenen” Koordinaten

des Bewegungsvorganges. Zur Umrechnung der Koordinaten, fiir die physikalische
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1.1 Newtonsches Relativititsprinzip und Galilei-Transformation

Berechnung von Vorgangen im jeweils anderen Inertialsystem, gelten dann in diesem

Fall die Galilei-Transformationen.

Galilei-Transformation (nach Galileo Galilei)

Bob misst seine , gestrichenen” Koordinaten in S', Alice ihre ,, ungestrichenen” Koor-
dinaten in S. Wenn Bob die x-Koordinate des Punktes P berechnen mochte, dann
muss er zu seiner gemessenen Xx'-Koordinate den Wert der Wegstrecke v*t hinzurech-
nen. Mit dieser Grundiiberlegung gelten also die Galilei-Transformationen zur Um-

rechnung von Koordinaten zwischen zwei Inertialsystemen folgendermafsen.

Fiir S' (Bob rechnet):

(1.1)

Fiir S (Alice rechnet):

(1.2)

Die Gleichungen (1.1) und (1.2) werden als Galilei-Transformation bezeichnet. Mit ih-
nen werden die Koordinaten zwischen Inertialsystemen ineinander umgerechnet,
wenn sich die Inertialsysteme und die Bewegungsvorgange in ihnen, mit sehr viel
kleinerer Geschwindigkeit, als der Lichtgeschwindigkeit stattfinden. Der Umstand,
dass die Zeit, die zwei Beobachter in verschiedenen Inertialsystemen messen, gleich
ist, also t=t', erschien den Physikern vor Einstein als unverriickbare Tatsache.

Im folgenden wollen wir untersuchen ob das Gesetz des freien Falles das Newton-
sche Relativitatsprinzip erfiillt. Mit dem Gesetz des freien Falles kann die gefallene
Strecke eine Korpers berechnet werden, wenn in erster Naherung, die Luftreibung
vernachlassigt wird. Es bildet die Grundlage fiir die Berechnung samtlicher Flugvor-

gange. Es wird z.B. verwendet um die Flugweite von Geschossen zu berechnen. Man

11
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kann es aber auch fiir folgendes Gedankenexperiment verwenden.

Bob befinde sich in einem Zug welcher sich mit Geschwindigkeit v von Alice ent-
fernt. Bob jongliert einen Ball in seinem Abteil. Die Abbildung 1.2 zeigt den Vorgang
aus Bobs Sicht. Der Ball fliegt in einer geraden Linie vertikal nach oben und wieder
nach unten. Im Bild sind die Koordinatensysteme beider Beobachter dargestellt. Wir
wollen den Vorgang des Ballfluges zunachst allein aus Bobs Sicht physikalisch be-

schreiben.

[ ]
Bob

]
- [ ] [ ]

LY.

Alice Bob

vt

P (x"y.Z') oder
(xy.z)

Abbildung 1.2: Gedankenexperiment zur Veranschaulichung des Newtonschen Relativitats-
prinzips

Er beschreibt die Koordinaten der Bewegung des Balles folgendermaflen:

x'=0, weil die Bewegung des Balles nur in y'-Richtung stattfindet. Fiir die Bewegung
in y'-Richtung gelten die Gesetze des freien Falles mit y'=-0,5gt?, unter der Vorausset-
zung dass t=t' . Die Bewegung des Balles in y'-Richtung ist unabhangig von der Be-
wegung des Zuges in x'-Richtung. Wenn Alice die Flugbahn des Balles durch das
Fenster des Zugabteils beobachtet, dann sieht der Vorgang fiir sie jedoch schematisch
aus wie in Abbildung 1.3. Fiir Alice erscheint die Ballflugbahn alles andere als ein

freier Fall zu sein. Die Bewegung des Balles gleicht einer parabelféormigen Flugbahn.

12



1.1 Newtonsches Relativititsprinzip und Galilei-Transformation

e 0 Bob

Alice

Abbildung 1.3: Gedankenexperiment zur Veranschaulichung des Newtonschen Relativitats-
prinzips 2

Da sich der Zug mit Geschwindigkeit v bewegt, sieht Alice den Ball nicht in gerader
Richtung nach oben fliegen. Sie rechnet fiir den Weg x=vt. Wiirde sie die Ballflug-
bahn auf einem y-x Schreiber darstellen, dann erhalt sie in einem y(x) Diagramm eine
Kurve bei der die Werte fiir y direkt proportional zu x? sind. Nach einigen Versuchen
wird sie herausfinden, dass y(x)=-0,5g(x/v)? fiir die Beschreibung des Vorganges gilt.
Setzt man die obige Formel fiir x hier ein, dann erhalt Alice y(t)=-0,5gt2. Um zu iiber-
priifen, ob die Galilei-Transformation zu den experimentellen Ergebnissen fiihrt,
kann Alice mit den Formeln aus (1.2) herausfinden, was in Bobs Inertialsystem S'
passiert:

Da y'=y, kann sie die erste Formel in (1.2), ndmlich x'=x-vt in die gerade angegebene
Funktion y(x) einsetzen und berechnet damit dann y'(x')=-0,5g((x-vt)/v)? . Speziell fiir
x=0 erhalt sie also y'(t)=-0,5gt?, da y'=y und t'=t.

Damit ist also gezeigt, dass das Newtonsche Relativitatsprinzips zu richtigen mathe-

matischen Vorhersagen in diesem kinematischen Experiment fiihrt.

13
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1.2 Die Newtonschen Gesetze

Im Jahr 1687 veroffentlichte Isaac Newton seine ,Philosophae naturalis principia ma-
thematica” (, Mathematische Prinzipien der Naturphilosophie”), in denen er die Me-
chanik und die Gravitationstheorie behandelt. Auf der Basis der Newtonschen Geset-
ze zur Mechanik, kann die gesamte Theorie zur klassischen Beschreibung physikali-
scher mechanischer Vorgange aufgebaut werden. Diese berithmten Newtonschen
Gesetze sind die kompakte Formulierung eines jahrhundertealten Erfahrungsschat-
zes, den die Physiker und Naturphilosophen, wie Galilei oder Newton, aus unzahli-
gen Experimenten gewonnen haben. Ein Grofiteil aller mechanischen Vorgiange in
der Natur und im Universum, kénnen also in erster Naherung erfolgreich damit
quantitativ berechnet werden. Jeder bisher beobachtete mechanische Vorgang ist auf
der fundamentalsten Ebene seiner Beschreibung, sozusagen selbst der Beweis fiir die
Giltigkeit dieser Gesetze.

Ausgangspunkt in der modernen Formulierung der Dynamik ist jedoch nicht der
Kraftbegritf, sondern der Impuls, welcher der Geschwindigkeit eines Korpers multi-

pliziert mit seiner (tragen) Masse entspricht:
p=my=mv (1.3)

Wir wollen nun kurz die Originalformulierung der Newtonschen Gesetze, sowie die

entsprechende physikalische Formulierung wie folgt zusammenfassen:

1. Lex prima : Inertialgesetz

,Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in direc-

tum, nisi quatenus illud a viribus impressis cogitur statum suum mutare.”

,Bin Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichféormigen geradlinigen Be-
wegung (Translation), sofern er nicht durch einwirkende Krifte zur Anderung seines

Zustands gezwungen wird.”

In die Sprache der Physik {ibersetzt lautet dies:

14



1.2 Die Newtonschen Gesetze

‘Tz’:const. wenn f‘zm (1.4)

Dies impliziert zusammen mit dem Superpositionsprinzip (s. S. 16, ,“Lex quarta”)

die Gleichgewichtsbedingungen in der Statik:

V=const. wenn 'y F=0 und D M:()\ (1.5)

Es ergeben sich so zahlreiche Anwendungen u.a. im Briickenbau, Fahrzeugbau

Schiffbau usw. .

2. Lex secunda: Newtonsches Trigheitsgesetz / Grundgleichung der Mechanik

»~Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae, et fieri secundum

lineam rectam qua vis illa imprimitur.”

,Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegenden Kraft proportio-
nal und geschieht nach der Richtung derjenigen geraden Linie, nach welcher jene

Kraft wirkt.”

-

%~F .d. h. wenn m=const., dann mﬂz}’?:ma’ (1.6)

Ganz allgemein giiltig kann man dieses mechanische Grundgesetz mit Hilfe des Im-

pulses folgendermafien schreiben

a(mv)
ot

0

S

F=

(1.7)

(@3}
~

Dieses Newtonsche Gesetz (1.7) wird auch als Grundgleichung der Mechanik be-
zeichnet. Es bildet die Grundlage der Beschreibung und Vorhersage aller mechani-
schen Bewegungsvorgange (Dynamik) und zwar sowohl der auftretenden Krafte, als

auch der Bahnkurven massebehafteter Korper.

Erst im Falle, dass m=const. , ergibt sich dann

=m—=m——=ma (1.8)

15
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Um einen Korper zu beschleunigen, muss also eine Kraft auf ihn wirken. Diese Kraft
ist der Beschleunigung proportional. Der Proportionalitdtsfaktor ist dabei die tréage
Masse des zu beschleunigenden Korpers. Die trage Masse stellt also sozusagen einen
Widerstand gegeniiber der Beschleunigung dar. Je grofier die Masse des Korpers des-
to grofier der Widerstand den der Korper einer versuchten zeitlichen Bewegungsan-
derung (=Beschleunigung) entgegensetzt.

Die allgemeingiiltige Formulierung des Tragheitsgesetzes gemaf3 (1.7) bietet den Vor-
teil, dass der mathematische Apparat der Differentialrechnung darauf angewendet
werden kann.

Wir wollen fiktiverweise einmal den Fall betrachten, dass die trage Masse m des Kor-
pers selbst funktionell von der Geschwindigkeit v abhangt und diese wiederum von
der Zeit t. Das bedeutet also m=f(v(t)). Die Gleichung (1.7) kann dann weiter ausge-
wertet werden, indem man die Produktregel- und die Kettenregel der Differentiation

anwendet:

7=0p_0(m¥)_omov. oV (1.9)

3. Lex tertia: Reaktionsprinzip

,Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem: sive corporum duorum

actiones in se mutuo semper esse aequales et in partes contrarias dirigi.”

,Krifte treten immer paarweise auf. Ubt ein Kérper A auf einen anderen Korper B
eine Kraft aus (actio), so wirkt eine gleich grofie, aber entgegen gerichtete Kraft von

Korper B auf Korper A (reactio).”

- -

F =-F;, (1.10)

Daneben hat Newton ein weiteres Gesetz formuliert, das man nachtraglich als lex
quarta (4. Newtonsches Gesetz) bezeichnet hat. Es ist auch unter der Bezeichnung

Superpositionsprinzip bekannt:
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1.2 Die Newtonschen Gesetze

,Wirken auf einen Punkt (oder einen starren Korper) mehrere Kréfte in unterschiedli-
che Richtungen , so addieren sich diese unter spezieller Beriicksichtigung der Wir-

kungsrichtungen (d. i. , vektoriell) zu einer resultierenden Kraft auf.”

F =Y F, (1.11)

In Kombination mit dem 2. Newtonschen Gesetz (1.7), erhdlt man eine noch hilfrei-

chere Formel:

F_ =Y F=ma (1.12)

Kombiniert man das 3. und 4. Newtonsche Gesetz, erhdlt man die Aussage, dass in
einem geschlossenen System die Summe der Krifte gleich Null ist, sofern man alle
Reaktionskréfte berticksichtigt. Die Indizes i und j bezeichnen im folgenden die Nu-

merierung der beteiligten Korper:

(1.13)

Zusammen mit dem 2. Newtonschen Gesetz (1.7) kann man direkt den Impulserhal-

tungssatz ableiten:
YF,=-YF, |-dt
Y F,dt=-Y F,dt

Der Ausdruck Fdt entspricht einem sogenannten Kraftstofs und ist gemafs (1.7) iden-
tisch mit der zeitlichen Anderung des Impulses. Es gilt also fiir eine kleine zeitliche

Differenz der Impulse

Ap(AL),=-Y Ap(A1), (1.14)
Bei 2 Korpern A und B, vereinfacht sich dies zu:
Ap(t)p=-APp(t)n
Der zweite Index kann hier entfallen, dann er gibt es

ﬁ1(t2)‘ ﬁl(tl):_ (ﬁz(l‘z)‘ 52“1))

17



Spezielle Relativitatstheorie 1

Dies kann man weiter umformen und erhalt daraus, dass der Gesamtimpuls (Summe
der Impulse) beider Korper zu einem beliebigen Zeitpunkt t; gleich ist dem Gesam-

timpuls zu einem Zeitpunkt t,:

Pilto)+ Bo(65)=p\(8,)+ P (1)) (L.15)

Eine entscheidende Eigenschaft der Newtonschen Gesetze ist es, dass sie invariant
unter der Galilei-Transformation sind. Das bedeutet, dass sie sich nicht andern, wenn
man die Gleichungen (1.1) und (1.2) auf sie anwendet. Wir verdeutlichen das in ei-
nem weiteren Gedankenexperiment, das wir in aller Ausfiihrlichkeit behandeln:

Nehmen wir nun an, dass der Punkt P der Punkt eines Tiirknaufes ist (Abbildung
1.4), an dem Bob mit der Kraft F' ziehen muss, damit er in ein anderes Zugabteil ge-

hen kann.

) Baob

Alice . .
®.

Abbildung 1.4: Gedankenexperiment zur Veranschaulichung der Invarianz der Newton-
schen Gesetze unter einer Galilei-Transformation

Wenn das Newtonsche Relativitdtsprinzip erfiillt ist, dann miisste sich die Tiir fiir
den bewegten Bob mit der gleichen Kraft F' 6ffnen lassen, wie wenn der Zug stiinde,
also, so als ob er die Tiir des gleichen Zuges am Bahnsteig 6ffnen wiirde. Die Kraft

die Bob austiben muss, ist:

mox

! (1.16)
at’

F'=ma'=
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1.2 Die Newtonschen Gesetze

Die Kraft die er im stehenden Zug ausiiben muss, ist

Fzmazmif (1.17)

ot
Experimentell stellt man direkt fest, dass fiir kleine Geschwindigkeiten v, beide Kraf-
te gleich grofs sind und damit F(x)=F'(x") gilt.
Da das Newtonsche Relativitatsprinzip also experimentell giiltig ist und der bewegte
Bob im gleichformig bewegten Zug (abgeschlossenes System) experimentell nicht un-
terscheiden kann, ob er sich gleichférmig gegeniiber dem Bahnsteig bewegt oder
ruht, muss die beschreibende Physik dieses Ergebnis anhand der richtigen Koordina-
tentransformationen vorhersagen konnen.
Wir tiberpriifen dies, indem wir die Galilei-Transformation zwischen den Koordina-
ten benutzen und die Kraft F'(x') mittels (1.1), aus (1.17) berechnen. Wir verwenden

hier auch, dass t'=t und der Geschwindigkeitsvektor v konstant ist

’x’ o (x- vt):mazx:F (1.18)

F'=ma'=m =m
at"” ot ot

Es ist also offensichtlich richtig, dass sich die Tiir in einem stehenden Zug genauso
leicht 6ffnen ldsst, wie in einem Zug der mit beliebig grofier, konstanter Geschwin-
digkeit fahrt. Das Ergebnis entspricht vollstandig unserer Alltagserfahrung und dem
experimentell bestatigten Newtonschen Relativitatsprinzip.

Diese Aussage ist natiirlich nur dann richtig, wenn unsere Annahmen richtig sind,
namlich, dass das Newtonsche Gesetz ein giiltiges physikalisches Gesetz ist, und
dass die Galilei-Transformationen die richtigen Transformationsgesetze zwischen In-
ertialsystemen sind. Einstein zeigte jedoch, dass sowohl das Newtonsche Tragheits-
gesetz, als auch die Transformationsgesetze fiir Koordinaten nicht vollstandig sind
wenn Vorgange mit einer Geschwindigkeit stattfinden die nahe an der Lichtge-
schwindigkeit liegt.

Ich mochte jetzt noch einen weiteren offensichtlichen mathematischen Zusammen-
hang besprechen, der sich unter der Galilei Transformation nicht dndert und eine
herausragende Bedeutung fiir die physikalische Vektorrechnung der vorrelativisti-
schen Physik hat.
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Spezielle Relativitatstheorie 1

1.3 Der Satz des Pythagoras der euklidischen Geometrie

Im dreidimensionalen Raum mit kartesischem Koordinatensystem ist die Lange einer
Strecke As durch den Satz des Pythagoras in 3 Dimensionen, anhand der Koordina-

tenabstdnde berechenbar. Abbildung 1.5 zeigt diesen Zusammenhang;:

z
A

P(x.y.z) y
Az

As
902

90>

Abbildung 1.5: Veranschaulichung zum Satz des Pythagoras

Der Abstand zwischen Ursprung und Punkt P kann anhand der Koordinaten Ax,Ay

und Az mit dem Satz des Pythagoras folgendermafien berechnet werden:

As*=AX+A Y+ A2 S As=VAX+A Y+ Az (1.19)
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1.4 Die Invarianz des Wegelementes unter Galilei-Transformation

1.4 Die Invarianz des Wegelementes unter Galilei-
Transformation

Die Lange von Mafistaben ist unabhadngig von der Bewegung von Inertialsystemen.
Bewegen sich zwei Inertialsysteme S und S' entlang der gemeinsamen x-Achse relativ
zueinander mit Geschwindigkeit v, dann darf die Umrechnung der Koordinaten mit-
tels Galilei-Transformation nicht zu anderen Ergebnissen als die Liangenmessung
tithren. Wir machen uns das anhand von Abbildung 1.6 klar. Die rote Linie stellt die

Lange eines Mafsstabes dar.

4 Bob (S)

Alice (S)
® ©

S

vt

As : Lange eines MafRstabes

k.
9
x_

X{) XE

Abbildung 1.6: Invarianz des Wegelementes unter Galilei-Transformation

Bob (S'): As'=x'p-x'

Bob wendet die Galilei-Transformation (1.1) an um die Lange As in Alice System S

zu berechnen:
As=x' +vt-(x';+vt)=As’

Die Galilei-Transformation zeigt also, dass das raumliche Wegelement tatsachlich un-
abhangig von der konstanten Relativgeschwindigkeit ist, so wie es auch unserer All-
tagserfahrung entspricht. Wir werden jedoch sehen, dass dies keineswegs so trivial
ist, wie es zundchst den Anschein hat. Einstein konnte zeigen, dass der rein raumli-

che Abstand bei sehr hohen Relativgeschwindigkeiten nahe der Lichtgeschwindig-
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Spezielle Relativitatstheorie 1

keit, keine invariante Grofse unter der Galilei-Transformation ist und dass dies auch

experimentell bestatigt wird.

Wir zeigen nun, dass sich die klassische Invarianz des Wegelementes nicht nur bei
konstanter Relativbewegung mittels der Galilei-Transformation berechnen lasst, son-
dern auch, dass das Wegelement unabhéngig von einer statischen Verdrehung zwei-
er Inertialsysteme ist. Dies ist auch essentieller Bestandteil fiir die Vektorrechnung
mit physikalischen Vektoren und findet dort seinen Ausdruck im Skalarprodukt,
welches ebenfalls invariant gegeniiber der statischen Verdrehung von Koordinaten-
systemen ist.

Wir betrachten Abbildung 1.7 und stellen uns vor, dass die rote Strecke As die Lange
eines Stabes darstellt, der sich in einem Laborsystem S befindet. Wiirden wir nun das
Laborsystem um einen Winkel ® drehen, sodass es zu S' wird, dann darf die Berech-
nung von As anhand der neuen Koordinaten x', y' und z', sich nicht auf die Lange

von As auswirken.

P(xv.z) oder (¥ y.Z
g V) oder (X.y.Z)

¥
Abbildung 1.7: Invarianz des Wegelementes bei statischer Verdrehung zweier
Inertialsysteme
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1.4 Die Invarianz des Wegelementes unter Galilei-Transformation

Man erhalt fiir die Beziehungen zwischen den ,alten ungestrichenen” und ,neuen
gestrichenen” Koordinaten, folgende Zusammenhange die wir ohne Herleitung an-
geben, da sie fiir die folgenden physikalischen Zusammenhéange nicht entscheidend

ist und in jedem brauchbaren Buch zur Vektorgeometrie nachgelesen werden kann:

X'=xcos®—ysin®
y'=ycos®+ xsin® (1.20)

z=2z

Setzt man nun die Formeln aus (1.20) in (1.19) ein, dann erhalt man bei Anwendung

der Additionstheoreme der Trigonometrie tatsachlich das erwartete Ergebnis:
As? = Ax* + Ay + Az7 = AxP+ AP +AZ = As™?

(1.21)
As = As'

Wir fassen also zusammen, dass Langen von Wegstrecken invariant gegeniiber dem

Wechsel zwischen statisch verdrehten Koordinatensystemen sind.
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1.5 Die klassische Transformation und Addition von
Geschwindigkeiten

Wir nutzen einfach wieder unser ,Bahnsteig-Zug Experiment”. Alice befinde sich auf
dem Bahnsteig wéahrend Bob in einem Zug mit Geschwindigkeit v sich von ihr ent-
fernt. Alice hat ihr Koordinatensystem x,y,z und Bob x’,y’,z’. In Bobs Zugabteil fahrt
ein Spielzeugauto im Mittelgang umher. Das Auto fahrt zundchst einfach relativ zu

Bob mit der Geschwindigkeit u' ebenfalls in x-Richtung (Abbildung 1.8).

Zug

S!

L J
<<

. Spielzeug

— —u

a

Abbildung 1.8: Gedankenexperiment zur klassischen Geschwindigkeitsaddition

Ein Punkt P der sich auf dem fahrenden Spielzeug befindet hat dann fiir Bob die Ko-
ordinate x’=u't (unter der Voraussetzung dass das Auto sich zur Zeit t=t'=0 bei x'=0
befindet). Fiir die Anderung der x' Koordinate gilt damit fiir Bob: dx’=u'dt. Wie lasst
sich nun jedoch die Geschwindigkeit aus den im eigenen Inertialsystem erhaltenen
Messwerten fiir die Koordinaten, fiir das andere Inertialsystem berechnen? Wir be-

schaftigen uns zunédchst mit Bob:

Bob in S' errechnet fiir die von Alice festgestellte Geschwindigkeit anhand der Rela-
tivgeschwindigkeit v und seiner gemessenen Koordinaten x', y' und z', mit Hilfe der

Galilei-Transformation (1.1) fiir u folgendermafien:
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1.5 Die klassische Transformation und Addition von Geschwindigkeiten

o X _o(xtrvt) ox' L (1.22)

Ot ot ot
Alice kann ebenfalls die Geschwindigkeit u' errechnen, indem sie die Galilei-Trans-

formation (1.2) auf ihre Messwerte (x,y,z) anwendet:

r_

o' _O(x—wvt)_ox_ (1.23)
ot ot ot

Es ergibt sich einfach eine lineare Superposition der Geschwindigkeiten und nichts
hindert diese Berechnungsformeln daran, dass fiir die Geschwindigkeit u des Spiel-
zeuges, auch Geschwindigkeitsbetrage entstehen, die grofier als die Lichtgeschwin-
digkeit sind.

Es sei vorab darauf hingewiesen, dass die Formeln (1.22) und (1.23) nur fiir kleine
Geschwindigkeiten u,v << c mit der Realitdt und damit dem experimentellen Befund
iibereinstimmen.

Wie bereits im letzten Beispiel gezeigt, hat die Superpostition von Geschwindigkei-
ten eine zentrale Bedeutung in der klassischen Physik. Diese ist sogar fiir den dreidi-
mensionalen Raum erweiterbar, wenn man die vektorielle Addition (Superposition)
von Geschwindigkeitsvektoren anwendet. Wir wollen uns die zweidimensionale
Uberlagerung in Abbildung 1.9 im Detail ansehen.

Bob mochte Alice imponieren und einen Flufs durchschwimmen, der mit Geschwin-
digkeit v (man beachte den Vektorcharakter von v) fliefit, wahrend Alice am Ufer
bleibt. Bob selbst startet in gerader Richtung um den kiirzesten Weg durch den Fluss
zu nehmen. Seine Geschwindigkeit bezeichnen wir mit ¢ und dieser Vektor steht

senkrecht auf dem Geschwindigkeitsvektor des Flusses v.

S!

Vo

e
X

o 1
@® s
Abbildung 1.9: Gedankenexperiment zur klassischen Geschwindigkeitsaddition
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Bob wird also aufgrund der Uberlagerung der Geschwindigkeiten abgetrieben und
landet nicht direkt gegeniiber von Alice am anderen Ufer an (Abbildung 1.10).

Statt bei A anzukommen wird er wegen der FlieSigeschwindigkeit v um die Strecke
Ax abgetrieben und ,landet” bei B am anderen Ufer. Wir stellen uns vor dass Alice
mit dem Inertialsystem S verbunden ist und Bob mit dem Inertialsystem S'. Bob star-

tet vom Ursprung O von Alice's Koordinatesystem aus.

B
Ax ¢
.900

I
|
Ay
|
|

Abbildung 1.10: Gedankenexperiment zur klassischen Geschwindigkeitsaddition

Wahrend der gesamten Bewegung gilt fiir Bob: x'=0, y'=0 und z'=0.
Alice beschreibt den Bewegungsvorgang von Bob als eine Uberlagerung der

Schwimmgeschwindigkeit von Bob c, mit der Fliefigeschwindigkeit des Flusses v:

(1.24)

Aus der Zeichnung erkennt man, dass fiir den gesamten zuriickgelegten Weg As,

Alice den Satz des Pythagoras anwenden kann:

As = A+ Ay? = VAP + A7 = AtV + ¢ (1.25)

Mit At ist die Zeit gemeint, die Bob fiir die Uberquerung des Flusses braucht. Die re-
sultierende Geschwindigkeit w ergibt sich aus der Division des Gesamtweges As mit

der benotigten Zeit At:
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W= ;ﬁ Y s (1.26)

Aus (1.25) und (1.26) kann man folgenden niitzlichen Zusammenhang herleiten, der
uns in einem spateren Kapitel noch einmal begegnen wird (namlich bei der Auswer-
tung des Michelson Morley Experimentes). Fiir den Zeitpunkt t=t;, wenn Bob den

Punkt B erreicht gilt namlich damit
wztlzg =Ay’+ vztf;

Die Zeit, die Bob vom Ursprung von Alice Koordinatensystem O bis zum Punkt B
braucht ist deshalb fiir Alice

A 0A
=y O (1.27)
\/W2 —V2 \/\/V2 —V2

Zusammenfassung:

1. Fiir u,v <<c fiithrt das nicht-relativistische Tragheitsgesetz (2. Newtonsches Gesetz)
(1.7) auf korrekte Bewegungsgleichungen fiir ungeladene Korper der tragen Masse

m.

2. Fiir u,v<<c sind die Galileitransformation (1.1), (1.2) und die klassische Geschwin-

digkeitsaddition zwischen Inertialsystemen korrekt.

Die Ideen, die zur Entwicklung der Relativitdtstheorie gefithrt haben, wurden haupt-
sachlich durch Experimente mit Licht gewonnen. Die Widerspriiche der etablierten
Bewegungsgesetze, mit den Versuchsergebnissen, welche die Bewegung des Lichts
erkldren sollten, fithrten dazu, dass neue Vorstellungen entwickelt werden mussten.
Nachdem man Licht als elektromagnetisches Phanomen identifiziert hatte, ging man
davon aus, elektromagnetische Wellen dhnlich wie Schallwellen beschreiben zu kon-
nen. Die Physiker wussten jedoch noch nicht, dass es entscheidende Unterschiede
zwischen beiden gibt. Bevor wir uns nun jedoch mit den Schwierigkeiten und Wider-
spriichen, die bei der Beschreibung der Lichtausbreitung aufgetaucht sind, beschafti-
gen, wollen wir uns nochmal mit der damals etablierten mechanischen Bewegungs-

theorie anhand von Schallwellen auseinandersetzen.
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1.6 Die Ausbreitung von Schall und der akustische
Dopplereffekt

Schallwellen sind eine Form von mechanischen Wellen. In Gasen breiten sich periodi-
sche Druckschwankungen (Schwingungen) rdaumlich als Schallwellen aus. Im Bild
1.11 wird eine Schallwelle durch die Schwingung der Membran erzeugt. Die Schwin-
gung der Membran mit zeitlicher Periode T iibertrdgt sich auf die Luftmolekiile an
der Grenzschicht zur Membran. Von dort erfolgt eine harmonische Anregung weite-
rer Luftmolekiile und die Welle pflanzt sich mit rdumlicher Periode (= Wellenldnge) A
und der Schallgeschwindigkeit cg,, fort. Wir werden die Thematik der mechanischen
Wellen, zu denen auch die Schallwellen gehtren nur insoweit erdrtern, wie es dem
Verstandnis der Grundlagen der Relativitatstheorien zutraglich ist. Fiir eine detailier-

te Darstellung sei der Leser z.B. auf [1] verwiesen.

Luft
verdichtat

/2

vardinnt

Schall-
druck

Abbildung 1.11: Anregung einer Schallwelle durch die Schwingung der Membran einer
Trommel

Diese wellenartige Ausbreitung des Schalles kann mathematisch beschrieben wer-

den, indem man die sogenannte Euler-Gleichung fiir den Schalldruck 16st. Wir wol-
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len hier auf eine mathematische Herleitung dieser partiellen Differentialgleichung 2.

Ordnung verzichten und geben sie in eindimensionaler Formulierung an:

?’p_13°p (1.28)

ox? c? ot

1
2

Der Vorfaktor enthélt die Konstante ¢, welche die sogenannte Schallgeschwindigkeit
ist. Sie entspricht der Ausbreitungsgeschwindigkeit der Schallwelle.

Fiir jede beliebige Wellenausbreitung gilt der sehr wichtige Zusammenhang, dass
sich die Welle innerhalb einer zeitlichen Dauer t=T (Periodendauer) um die Wellen-
lange A (rdumliche Periode=Abstand zweier Wellenberge) mit ihrer charakteristi-
schen Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ in Ausbreitungsrichtung ausbreitet. Die zeitli-
che Dauer der Schwingung wird dabei durch die Periodendauer T gekennzeichnet,

welche wiederum gleich dem Kehrwert der Frequenz f ist:

A=cT == (1.29)

Die folgende Funktion stellt eine Losung der Gleichung (1.28) dar. Sie beschreibt die

wellenartige Ausbreitung des Schalldruckes in x-Richtung:

p(x,t)= P Sin(z%(t - iD (1.30)

C

Gase konnen schwingungsartigen Scherkréaften keinen elastischen Widerstand entge-
gensetzen, sondern effektiv nur komprimiert und expandiert werden. Deshalb brei-
ten sich Schallwellen in Gasen in die gleiche Richtung aus, in denen die Druck-
schwingung stattfindet. Man nennt solche Wellen auch Longitudinalwellen.

Etwas verbliiffend ist, dass die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Schallwellen allein
durch thermische- und mechanische Eigenschaften des Gases berechnet werden kon-

nen:

“pP (1.31)
CypP

gas

Hierin sind p der Luftdruck, cy die Warmekapazitdt bei konstantem Volumen, c, die

Warmekapazitit der Luft bei konstantem Druck und o die Dichte der Luft. Setzt man
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hier die Normbedingungen ein, dann erhalt man einen Wert fiir die Schallgeschwin-
digkeit cg.s von ca. 330 m/s.

Die Schallgeschwindigkeit cg.s ist also unabhdngig von der Geschwindigkeit der
Schallquelle. Schall benétigt ein Medium (Fluid,Gas,Festkorper) um sich ausbreiten
zu konnen. Schall kann sich nicht im Vakuum ausbreiten. Es gibt deshalb keine hor-
baren , Crashes” im Weltraum.

Aufgrund der wellenartigen Ausbreitung und der vom Ausbreitungsmedium defi-
nierten Geschwindigkeit, kommt es zu einigen Phanomenen, die uns zunichst er-
staunen. Wir wollen uns hier eingehender dem sogenannten Doppler-Effekt zuwen-
den.

Der Doppler-Effekt beschreibt die Stauchung oder Dehnung der zeitlichen Differenz
des Eintreffens von Signalen, wenn sich Sender und Empfanger, relativ zueinander
bewegen. Dies betrifft sowohl Schallwellen, als auch elektromagnetische Wellen (also
Licht, Radiowellen, usw.). In einem simplen analogen Fall aus der klassischen Me-
chanik, stelle man sich ein Spiel mit 2 Spielern vor, bei dem einer von Ihnen der un-
bewegte Werfer ist und der Fanger sich auf den Werfer zu- oder wegbewegt, wah-
rend der Werfer ihm einen Ball zuwirft. Man stelle sich vor, dass der unbewegte Wer-
fer jede Sekunde einen Ball (1 Hz) zum Fanger wirft, welcher zundchst auch
stillstehen moge. Die Entfernung zwischen Werfer und Fanger betrage 1m, und die
Fluggeschwindigkeit des Balles 1 m/s. Der so unbewegte Fanger wird jede Sekunde
(1 Hz) einen Ball fangen.

Nun soll sich der Fanger mit 1 m/s entfernen. In diesem Fall wird er einen Ball alle 2
Sekunden (0,5 Hz) fangen. Seine ,Fangfrequenz” hat sich also gegeniiber der
,Wurffrequenz” verandert. Dies ist ein analoges Beispiel fiir den Doppler-Effekt.

Wir wollen uns zunéchst mit dem klassischen Doppler-Effekt fiir Schallwellen be-
schaftigen. Dieser wurde vom Osterreichischen Mathematiker und Physiker Christian
Doppler bereits 1842 entdeckt.

In Abbildung 1.12 bewegt sich ein Rettungswagen mit eingeschaltetem Martinshorn
auf eine Person zu. Es ist zu erkennen, dass sich die Wellenfronten der Schallwelle in
Fahrtrichtung stauchen, wahrend sie in der entgegengesetzten Richtung auseinan-
dergezogen werden. Dies wirkt sich horbar auf die Tonhohe (welche der Frequenz
entspricht) aus, sodass der Ton hoher ist wahrend das Martinshorn auf einen zurast,

wahrend der Ton deutlich niedriger ist wenn das Martinshorn sich entfernt.
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Abbildung 1.12: Schematische Darstellung zum Doppler-Effekt [6]

Wir wollen den Doppler-Effekt fiir Schallwellen jetzt mathematisch herleiten. Danach
wollen wir testen, ob die gewonnenen GesetzmafSsigkeiten mit der Galilei-Transfor-
mation vertraglich sind und sich die Vorgange mit Schall, tatsdchlich richtig mit der
klassischen Geschwindigkeitsaddition berechnen lassen.

Die Tonhohe von bewegten Schallquellen/Sendern (Abkiirzung: ,S”) andert sich fiir
einen Empfanger (,,E”). Fiir die Frequenz der Schallquelle gilt f=c,,/A,. Flir den Empfanger
fr=cp/Ag.

Wir betrachten nun 2 separate Fille und kombinieren diese dann zu einer allgemein-

giltigen Formel.

1. Fall: Bewegte Schallquelle (ruhendes Medium)

Bewegt sich S auf E zu, so entspricht dies einer Verkiirzung der Wellenldnge A, um
den Weg Ax, den S wahrend der Dauer einer Schwingung zurticklegt. In vorstehen-

der Beziehung gilt fiir die Wellenldnge die der Empfanger erhalt

Vs

Ap =Ag —Ax = Ag — - (1.32)
S

v, ist die Geschwindigkeit der Schallquelle relativ zum Medium, welchem hier die

ruhende Luft entspricht.
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Man weifd aus zahlreichen Experimenten und der Bestdatigung von (1.31), dass die
Geschwindigkeit von Schall nicht von der Bewegung der Schallquelle gegen das Me-
dium abhdngen kann. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit c,,, ist von den Parametern

des Mediums festgelegt und unabhédngig von der Geschwindigkeit der Quelle.

2. Fall: Bewegter Empfinger

Gleichzeitig besteht nun noch die Moglichkeit, dass sich der Empfanger E von der
Schallquelle S entfernt. Gemafs der klassischen Geschwindigkeitsaddition (1.22, 1.23)
andert sich dadurch die Geschwindigkeit, mit der er die Schallwelle wahrnimmt.

Klassisch: cg=cgas-VE.

Setzt man diese Formeln in den obigen Zusammenhang (1.32) ein, erhdlt man unter

Verwendung von (1.29)

_ CgﬂS ~— Vi _ cgas — Vg
JE A R— (1.33)
ﬂ’S _’s gas S
Ss

Driickt man dies wiederum mit (1.29) durch die Wellenldngen aus, so gilt

c -V
_ gas S

Cous —VE

(1.34)

Die Formeln in (1.33) und (1.34) decken alle erdenklichen Falle ab, wenn:

- vound vi die Geschwindigkeiten von Sender und Empfanger relativ zum Medium

sind

- fiir das Vorzeichen von vs und vg gilt, dass Bewegungen in Richtung der Schallwelle

positiv sind und umgekehrt

vy >0 Ve >0
— — >
—> Schallrichtung cyss
- -t
v, <0

s VE <0

Abbildung 1.13: Vorzeichenregeln zur Berechnung des Doppler-Effektes
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Sind die Geschwindigkeiten vs und vg sehr klein gegentiber der Schallgeschwindig-

keit im Gas c,,,, dann kann (1.33) vereinfacht werden

o= e 2] .35

¢ gas

Die klassische Geschwindigkeitsaddition bei der Ausbreitung von Schall

Die Schallgeschwindigkeit cg,s wird allein durch die Eigenschaften des Mediums (z.B.
Gas) festgelegt. Auch ist sie unabhdngig von der Geschwindigkeit der Schallquelle.
Dies bedeutet jedoch nicht, dass die Schallgeschwindigkeit auch unabhéngig vom
Bewegungszustand des Mediums (z.B. Gegenwind) ist.

Zudem lasst sich experimentell zeigen, dass sich zwischen geschlossenen bewegten
Inertialsystemen die Geschwindigkeiten klassisch, mittels Galilei-Transformation
(1.1) und (1.2) ergeben.

Wir wollen beide Félle mit Gedankenexperimenten veranschaulichen.

Sehen wir uns dazu zundchst Abbildung 1.14 an. Sendet eine Schallquelle ein Signal
ins Medium und bewegt sich das Medium selbst, so addieren sich beide Geschwin-

digkeiten klassisch, zu einer resultierenden Geschwindigkeit.

Schallquelle Wind

AN SN
(R A

Cgas
N
A e A A

Abbildung 1.14: Klassische Geschwindigkeitsaddition bei Schall

Durchsetzt das Ausbreitungsmedium (z.B. Luft) den Ort von S und E und bewegt
sich das Medium ebenfalls mit Geschwindigkeit v, dann gilt fiir die Schallge-

schwindigkeit wegen der Geschwindigkeitsaddition

c=c,,, tV (1.36)
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Vgas 1St positiv in Richtung der Schallwelle und negativ, entgegen der Richtung der
Schallwelle.

Wir sehen uns nun ein weitaus aufwandigeres Experiment an (Abbildung 1.15), mit
dem man die klassische Geschwindigkeitsaddition und die Galilei-Transformation
fiir die Schallausbreitung und den Doppler-Effekt testen kann. Wir kombinieren
dazu unser bekanntes , Bahnsteig-Zug Experiment” der letzten Abschnitte, mit der
Vorrichtung in Abb. 1.14. In erster Niherung vernachldssigen wir die direkte Uber-
tragung des Schalles zum Beobachter auf dem Bahnsteig durch die Wande des Zu-
ges. Alle Vorgange im Zug (S') werden in S' mit ,gestrichenen” Koordinaten be-
schrieben. Der Beobachter am Bahnsteig (S) nutzt zur Berechnung der Vorgange in S’

seinen gemessenen , ungestrichenen” Koordinaten.

.( V'

- ] 3 Empfanger
i nvn:ggs - ° _ . V' Yz
: ~E

Beobachter

Abbildung 1.15: Experiment zur Uberpriifung des Doppler-Effektes unter Anwendung der
klassischen Geschwindigkeitsaddition

Der Empfanger im Zug erhalt mit (1.36) und (1.33) fiir die empfangene Frequenz
(da C'gas = Cas gemaf’ 1.31 nur von den thermodynamischen Parametern des Mediusm

abhangt)

C +V' —V'

' 1~ gas gas E
Je=Ts g
C

gas + Voas — Vs

(1.37)
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Der Beobachter am Bahnsteig will nun f's aus den von ihm gemessenen Geschwin-
digkeiten berechnen (,,ungestrichene” Groflen). Er muss dazu die Geschwindigkeit
des Zuges v beachten und die klassische Geschwindigkeitsaddition (1.23) anwen-

den:

(1.38)

Zudem wollen wir die direkte Ubertragung des Schalles durch die Wande zum Beob-

achter B unberticksichtigt lassen und setzen fs=fsz. Setzt man diese Zusammenhéange

in (1.37) ein, dann folgt
' '
f' . f’ Coas +vgas —Vz _(VE _VZ) ot Cous +vgas — Vg _ f' Cous +Vgas —VE (1 39)
E—Js —Js - Js / , ’
Cgas + vgas —Vz~— (VS - VZ) Cgas + Vgas — Vs Cgas +v gas Vs

Wir erhalten also das gleiche Ergebnis wie mit (1.37). Die experimentellen Ergebnisse
bestatigen diese Berechnung und damit ist gezeigt, dass das Doppler-Gesetz mit der
klassischen Geschwindigkeitsaddition vertraglich ist.

Wiirde die Rechnung unterschiedliche Ergebnisse erzeugen, dann wiirde das aussa-
gen, dass ein Experiment so gestaltet werden konnte, dass der Empfanger im Zug
(abgeschlossenes System) feststellen konnte, dass sich der Zug gleichférmig bewegt
oder ruht. Dies ist jedoch nicht der Fall! Somit ist das Newtonsche Relativitatsprinzip

auch fiir Schallwellen giiltig.
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1.7 Licht als elektromagnetische Welle im Vakuum

In der Theorie elektromagnetischer Felder, wie sie von Maxwell beschrieben werden,
wird die Lichtausbreitung, dhnlich zur Ausbreitung von Schallwellen formuliert.
Licht wird in diesem physikalischen Modell als elektromagnetische Welle interpre-
tiert. Schwingungen der elektrischen- und magnetischen Feldgrofien breiten sich
nach dieser Theorie periodisch im Raum aus. Die Frequenz der Welle entspricht dem
Betrag der Geschwindigkeit mit der sich die Feldgrofsen andern. Im Fall der elektro-
magnetischen Wellen, legen diese in einem ganz bestimmten Frequenzbereich, die
Farben des sichtbaren Lichtes fest. Die Wellenldnge ist die rdumliche Entfernung,
nach der sich ein Schwingungszustand wiederholt. Frequenz und Wellenldnge han-
gen fiir jede Welle gemaf3 (1.29) mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit c, der jeweili-

gen Welle mathematisch zusammen.

Die 4 Maxwellschen Gleichungen (James Clerk Maxwell ca. 1861-1864) bilden die
mathematische Essenz fiir die Beschreibung der Phanomene der Elektrizitdt, des Ma-

gnetismus und des Lichtes. Wir wollen diese kurz ohne Herleitung angeben:

rotE = ﬁ
ot
E o GE
rot —ﬂoJ"'ﬂogoE (1.40)
divB =0

Kombiniert man die ersten beiden Maxwellgleichungen und zwar in der vereinfach-
ten Form im materiefreien Raum, so erhilt man fiir die Ausbreitung des elektrischen
Feldes E in x-Richtung, eine Wellengleichung analog zur Gleichung (1.28), die wir fiir

Schallwellen erhalten haben:

°F_ OE_10F (1.41)
axz 0“0 2

ot c? ot
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Dies ist eine Gleichung, welche die wellenartige, raum-zeitliche Ausbreitung des
elektrischen Feldstarkevektors E beschreibt. Aus ihr folgt die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit dieser Feldstarkeanderung im Vakuum. Die Werte der elektrischen- und ma-
gnetische Feldkonstanten (¢, und p,) waren aus Messungen bereits bekannt und so

konnte die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ berechnet werden:

L 299792458 (1.42)

VE€oHo o

Dieser errechnete Wert stimmte fiir die damaligen Physiker erstaunlich gut mit den

C =

Messwerten fiir die Lichtgeschwindigkeit tiberein. Aus dieser Tatsache schlussfolger-

te bereits Maxwell 1865 vollkommen richtig:

,Diese Geschwindigkeit ist so nahe an der gemessenen Lichtgeschwindigkeit, so dass
wir einen starken Grund zu der Annahme haben, dass das Licht selbst (einschliefSlich
Warmestrahlung und anderer Strahlung, falls es sie gibt), eine elektromagnetische
Welle ist.”

Um diese Behauptung zu beweisen, war es fiir die Physiker Ende des 19. Jahrhun-
derts nun wichtig, das Tragermedium in dem sich Licht (und damit elektromagneti-
sche Wellen) ausbreitet zu finden. Jede Welle benétigte bis zu diesem Zeitpunkt ein
Medium, um sich tiberhaupt ausbreiten zu konnen. Bei Schall wusste man, dass das
Tragermedium die Luft ist. Bei den elektromagnetischen Wellen wusste man jedoch
bereits, dass sie sich auch im materiefreien Raum ausbreiten.

Aus der 3. Maxwellschen Gleichung im Vakuum folgt, dass Licht eine transversale
Welle sein muss. Das heif$t, dass die Elektrische Feldstarke E und die magnetische
Feldstarke B, senkrecht zur Ausbreitungsrichtung schwingen. Dies wurde ebenfalls
experimentell durch Polarisationserscheinungen bestétigt.

Aus all diesen experimentell bestdtigten Vorhersagen der Maxwellschen Theorie
schlossen Hertz und Maxwell, welche mechanistischen Eigenschaften das Tragerme-

dium fiir Lichtwellen besitzen sollte, welches sie ,, Ather” nannten:

- Da Licht Transversalwellen sind, sollte das Medium die Ubertragung von

Scherkraften erlauben

« Da csehr grofs ist, sollte das Medium sehr robust sein
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« Da elektromagnetische Wellen im gesamten Universum vorkommen (Sternen-
licht), darf das Medium den Planetenbewegungen keinen Widerstand entge-

gensetzen

. Da Licht sich auch in Materie ausbreitet, z.B. Wasser, musste der Ather auch

alle materiellen Bereich durchsetzen.
Dies war die sogenannte ,, Atherhypothese”.

Die Frage, die natiirlich neben der Suche nach dem Ausbreitungsmedium fiir Licht
beantwortet werden musste, war, ob fiir die Ausbreitung der elektromagnetischen
Felder auch die Galilei-Transformation gilt. Ein Problem beziiglich der Galilei-Trans-
formation hatte sich bereits mathematisch manifestiert: Die Wellengleichung, wie sie
auch beim Schall auftritt, ist nicht form-invariant unter einer Galilei-Transformation.
Wendet man die Galilei-Transformation an, erhdlt man Vorhersagen, die nicht mit
dem Relativitatsprinzip vereinbar sind. Im Fall von Schallwellen, ist dies jedoch da-
durch korrigierbar, dass zu derjenigne, vom Medium festgelegten Ausbreitungsge-
schwindigkeit (z.B. (1.31)), stets eine Relativgeschwindigkeit addiert werden kann,
sodass das Relativitatsprinzip gewahrt bleibt.

Wir zeigen nun kurz, dass die Wellengleichung nicht invariant unter einer Gali-
lei-Transformation ist.

Dieser Abschnitt ist von intensiverer mathematischer Abstraktion. Da er nicht essen-
tiell fiir das Verstandnis der folgenden Kapitel ist, kann der Leser ihn ohne Bedenken
tiberspringen.

Die Wellengleichung fiir das elektrische Feld, z.B. (1.41) kann auch als Differential-

operator-Gleichung geschrieben werden, indem man die Differentialoperationen aus-

klammert
02 1 6% =
(a__a_jEO (4

Darauf wollen wir nun die Galilei-Transformation anwenden. Wie man in der Wel-
lengleichung (1.43) sieht, bendtigen wir dafiir die 2. partiellen Ableitungen der Koor-
dinatenzusammenhdnge und damit der Galilei-Transformationsgleichungen. Allge-
mein gilt fiir Transformationsgleichungen mit zwei Koordinaten (z.b. x'(x,t)=axtbt) ,

wenn man die Kettenregel der Differentiation berticksichtigt und nachdifferenziert:
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0 ox'" o ot o
= +

ax ox ox'  ox of

(1.44)
o ox o oo

=——+
ot ot ox' ot ot

Wenden wir dies auf die einfache Galilei-Transformation, mit x'=x-vt und t'=t, an

dann folgt
i 0
ox ox'
(1.45)
o_oxo 0 _ox-—w)o ,0 __ 0 0
ot ot ox' ot ot ox' ot ox' ot

Fiir die Transformation von (1.43) werden jedoch die 2. partiellen Ableitungen ge-

braucht
o* o7
8x_2 - ox'?
(1.46)
02 ( o 0 jz , 82 o a2
— = V—+—] =V —2v +
812 axr 6t' ax,2 axr atr atIZ

Diese 2. partiellen Ableitungen setzten wir jetzt in (1.43) ein

2 2 2 2
RS N SR S Ry | (1.47)
aXIZ CZ ax/2 axl ald at12

Man erkennt eindeutig, dass die Wellengleichung also nicht forminvariant unter der

Galilei-Transformation ist. Fiir die Physiker Ende des 19. Jahrhunderts war es nun
auch deshalb duflerst wichtig, das Medium, in dem sich Licht (und damit elektroma-

gnetische Wellen) ausbreitet, zu finden.
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Im Fall der Ausbreitung des Schalles wissen wir, wenn sich das Medium Luft mit Ge-
schwindigkeit v, in Richtung der Schallwelle bewegt, dann wird der Schall sozusa-
gen schneller, sodass sich der Schall dann mit c=c,,s + vg.s bewegt (1.36).

Im Experiment aus Abbildung 1.15 wird klar dass man hier von einer ,,vollstindigen
Mitfiihrung” des Mediums Luft im gleichférmig bewegten Zug spricht.

Da sich Licht auch in bewegter Materie ausbreitet (z.B. Wasser), gingen die Physiker
davon aus, man konnte die Lichtgeschwindigkeit in Abhangigkeit von einer ,Bewe-
gung des Athers”, analog der Ausbreitung des Schalles (Formeln (1.36) — (1.38)) und
damit unter dem Einfluss der Galileitransformationen berechnen, sodass das New-
tonsche Relativititsprinzip gewahrt bliebe. Finde man keinen Ather so stiinden die
Gleichungen der gesamten Newtonschen Mechanik vor dem Abgrund. Da sich Licht
im gesamten Universum ausbreitet, erwarteten die Physiker also auch, dass der
Ather” als Tragermedium des Lichtes, alle materiellen Bereiche des Weltalls durch-
setzt. Ein so universeller Trager des elektromagnetischen Feldes, sollte dann als aus-

gezeichnetes Koordinatensystem der Elektrodynamik anzusehen sein.
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1.8 Die Ausbreitung von Licht in bewegter Materie

Wird Licht durch ruhende Materie geleitet, dann benétigt es eine langere Zeit, als
wenn es die gleiche Strecke durch ein Raumgebiet ohne Materie zurticklegt. Die Ge-
schwindigkeit ist abhdangig vom Brechungsindex der Materie. Dies war den Physi-
kern vor Einstein bereits lange bekannt:

o =C (1.48)

mat —
n

Licht gw=c/1 33

Wasser: n=1,33

Abbildung 1.16: Lichtausbreitung in ruhendem Wasser

Von grofier Wichtigkeit bei der Aufdeckung der Eigenschaften des hypothetischen
Tragermediums ,Ather” des Lichtes, war es nun um ca. 1850 zu kléren, inwiefern der
Ather im Inneren bewegter Materie mitgefiihrt wird.

Der franzosische Physiker Armand Fizeau war 1851, der erste, der experimentell fest-
stellen konnte wie schnell sich das Licht in Wasser ausbreitet, wenn sich das Wasser

selbst mit Geschwindigkeit v,, bewegt (Abbildung 1.17).

—

Vw

Licht
S Wasser: n=1,33

Abbildung 1.17: Schematische Darstellung zur Lichtausbreitung in bewegtem Wasser

Wiirde der ,Ather” (hypothetisches Trigermedium fiir die Lichtausbreitung) voll-

standig mitgefiihrt, dann miisste sich die Geschwindigkeit des Wassers - analog zum
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Falle der Schallwellen im Wind - zur Geschwindigkeit des Lichtes c addieren, also
Cmie=c/n + V.. Es konnte jedoch auch moglich sein, dass der Ather nur teilweise mitge-
fithrt wiirde und so hétte sich nach damaligen Vorstellungen ergeben sollen

C
mit —

n

c +F vy (1.49)

wobei F als Fresnelscher Mitfiihrungskoeffizient bezeichnet wird. Bei vollstandiger
Mitfiihrung ware F=1. Der Fall F=0, wiirde dann bedeuten, dass der , Ather” ruht
und die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes in Materie cy.=c/n, unabhangig
von der Bewegung der Materie, konstant ware. Aus dem ersten Versuch dieser Art
ergab sich ein Wert von F=0,48, fiir die Mitfithrung in Wasser. Der Nachteil dieses
Versuches war, dass die Geschwindigkeit des Wassers gegentiber c sehr klein war, so-
dass sich leicht Messfehler einschleichen konnten. Bei einem verfeinerten Versuch
durch Hoek wurde das Ergebnis jedoch ebenso bestatigt. Aus all diesen Experimen-
ten erhdlt man fiir F folgenden Zusammenhang mit dem Brechungsindex der Materie

(wenn Ausdriicke mit dem Faktor vy”/c? vernachléssigt werden):

Fel-o (1.50)

Mit den damaligen Vorstellungen wurde dieses Ergebnis als ,partielle Mitfiihrung
des Athers” in Materie interpretiert. Speziell folgt aus Gleichung (1.50), dass im Va-
kuum (n=1) oder in Luft (n etwa 1) wegen F=0 keine Mitfithrung auftreten darf. Nach
(1.49) ware cn=c und damit unabhéngig von jeglicher Bewegung im Vakuum stets
gleich hoch (1.42).

Diese ,starke” Behauptung musste man natiirlich unbedingt testen. Die Physiker ent-
wickelten aus diesem Grund verschiedene Experimente. Das bekannteste von IThnen
tragt den Namen des amerikanischen Physikers Albert A. Michelson und des ameri-
kanischen Chemikers Edward W. Morley, und es heifst deshalb Michelson-Morley Ex-
periment. Es wurde 1881 durchgefiihrt.
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1.9 Das Michelson-Morley Experiment (1881)

Mit diesem Experiment wollte man nun herausfinden ob es tatsdchlich so ist, dass
die Lichtgeschwindigkeit unabhédngig von einer Bewegung durch die Leere des Welt-
alles stets gleich grofs ist. Man bezog dazu die Bewegung der Erde um die Sonne
durch das Weltall in den Versuchsaufbau mit ein. Ziel des Versuches war es nun zu
untersuchen, ob die Vorhersagekraft der Galilei-Transformation zusammen mit der
klassischen Addition von Geschwindigkeiten ausreicht um die Ergebnisse des Mi-
chelson-Morley Experimentes richtig vorherzusagen.

Gemaf3 der theoretischen Vorstellung, sollte die Bewegung der Erde durch das Welt-
all mit Geschwindigkeit v, eine Art ,Gegenwind” des ., Athers” erzeugen. Dieser ,, Ge-
genwind” miisste dann einen Lichtstrahl, der in Bewegungsrichtung der Erde ge-
schickt wird, auf c-v abbremsen. Das Experiment wurde mit einem Interferometer
durchgefiihrt. Ein Lichtstrahl wurde auf einen halbdurchldssigen Spiegel B geschickt,
der einen Teil des Lichtes in gerader Richtung (nach E) hindurchlasst und den restli-

chen Anteil 90° dazu ablenkt. Die Lange der beiden Interferometerarme ist L.

——

Lichtquelle

o

Abbildung 1.18: Schematische Darstellung des Michelson-Morley Experimentes

Wir berechnen nun mittels klassischer Geschwindigkeitsaddition — welche den Satz

des Pythagoras inhdriert - das erwartete Ergebnis.
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Lichtlaufzeit im senkrechten Interferometer-Arm (Strecke BC)

Fur die Strecke von B nach C erhalten wir

L
i =L+ = ot = — (1.51)
cC —V

Fiir den Riickweg von C nach B' ergibt sich die gleiche Zeit, sodass die Lichtlaufzeit

im gesamten senkrechten Interferormeterarm, also Hin- und Riickweg

c 2 (1.52)

ist.

Lichtlaufzeit im horizontalen Interferometer-Arm ( Strecke BE)

Fiir die Strecke des Hinweges benutzen wir die lineare Superposition der Geschwin-
digkeiten. Das Licht muss aufgrund der Bewegung der Erde mit v einen grofieren
Weg als L zuriicklegen.:

L

Clypin =LAVt = :_c—v

Nach der Reflexion legt das Licht einen kiirzeren Weg zurtick:

£, =—0o
/
T oc+v

Fiir den gesamten Hin- und Riickweg im horizontalen Arm gilt also

L L 2L 1
+ ==

c-v c+v ¢ v (1.53)

1——
o2

T)=t,p,tt,, =

Mit diesen theoretischen Vorhersagen (1.52) und (1.53) erwartete man also Laufzeit-

unterschiede, da in jedem Fall

T <T,
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sein musste, wenn die Vorstellung richtig ware, namlich dass die Bewegung des
Lichtstrahles, relativ zum postulierten Ather” als Tragermedium des Lichtes, mit

der klassischen Geschwindigkeitsaddition berechnet werden kann.

Das Ergebnis des Michelson-Morley Experiment zeigt jedoch, dass es tiberhaupt kei-
nen messbaren Effekt auf die Laufzeit des Lichtes gab, egal wie die Messapparatur

ausgerichtet wurde. Man stellte experimentell also fest:
I, =1,

Das Michelson-Morley Experiment bestaitigte damit die Ergebnisse aus dem vorher-
gehenden Kapitel 1.8. Das heifst, dass im Vakuum (ndherungsweise in Luft) keine
partielle Mitfithrung auftritt. Aber dies bedeutete auch, dass die hier zur Interpretati-
on des Michelson-Morley Experimentes angewendeten Berechnungsformeln, die auf
der Galileitransformation und der klassischen vektoriellen Geschwindigkeitsaddition
beruhten, fiir die Lichtausbreitung falsch sein mussten. Die klassische theoretische
Physik auf den Sdulen von Galilei und Newton, versagt in diesem Fall also voll-

stindig.

In den ersten Erklarungsversuchen ging der Physiker Lorentz noch davon aus, dass
der Ather den Spiegelarm in horizontaler Lage, der entlang der Bewegungsrichtung
der Erde lag, komprimieren wiirde, damit sich die Laufzeiten angleichen konnten

(Lorentzsche Kontraktionshypothese).

Fiir den mit v bewegten horizontalen Spiegelarm L// sollte gelten:

’ 2
v
C

Die Lorentzsche Kontraktionshypothese konnte den negativen Ausgang des Michel-
son-Morley Experimentes zwar erkldren, es ergeben sich jedoch Schwierigkeiten. Sie
widerspricht fundamental dem experimentell bestdtigten Newtonschen Relativitats-
prinzip. Experimentelle Ergebnisse stimmen in Inertialsystemen tiberein. Ein Inertial-
beobachter (Beobachter in einem Inertialsystem) kann mit einem Experiment nicht

unterscheiden, ob er sich gleichformig bewegt oder ruht. Eine Kompression des Spie-
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gelarmes wiirde per definition jedoch Krifte erfordern, die im Widerspruch zum In-

ertialsystem stehen.

Die Ergebnisse weiterer Experimente forderten, dass auch die Zeit einer dhnlichen

Modifikation mit dem Faktor Vl—sz bedurfte. Der Kehrwert dieses Faktors wird
zu Ehren Hendrik Anton Lorentz als Lorentz-Faktor bezeichnet. Er spielt eine her-
ausragende Rolle in der Relativitatstheorie.

Unterstiitzt durch den franzosischen Mathematiker Poincaré fand Lorentz, unter
Voraussetzung der Existenz des ,, Athers” Transformationsgesetze, die diesen Faktor
enthalten und fiir den Wechsel von unterschiedlichen Inertialsystemen, fiir Maxwells
Gleichungen zu keinen Widerspriichen mit den experimentellen Erscheinungen in
unterschiedlichen Inertialsystem fiihrten.

Weitere Versuche zeigten jedoch ebenso, dass es nicht moglich war, die Existenz des
Athers und einer absoluten Geschwindigkeit beziiglich des Athers zu messen.

Beim Ubergang zum 20. Jahrhundert herrschte also ein ziemlich grofles Chaos zwi-
schen der theoretischen Beschreibung physikalischer Vorgange und den experimen-
tellen Ergebnissen. Keine damalige Theorie konnte jede Erscheinung zufriedenstel-
lend erklaren.

Erst als der damals vollig unbekannte Patentangestellte 3. Klasse am Berner Patent-
amt, mit Namen Albert Einstein, sich der Thematik annahm konnte ein Durchbruch
erreicht werden. Im Jahre 1905 veroffentlichte er mit seinem epochalen Werk , Zur
Elektrodynamik bewegter Korper” [4] in den Annalen der Physik, bahnbrechende Er-

kenntnisse fiir die gesamte Physik.
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1.10 Die Axiome der Speziellen Relativititstheorie

Albert Einstein legte 1905 mit seiner Arbeit ,Zur Elektrodynamik bewegter Korper”
[4] den Grundstein fiir die gesamte Relativitdtstheorie. Mit diesem Werk kiindigte
sich eine Revolution der gesamten physikalischen Beschreibung mechanischer und
elektrodynamischer (einschliefllich optischer) Vorgange an. Die Spezielle Relativi-
tatstheorie (Abkiirzung: SRT) fufit auf 2 experimentell gesicherten Axiomen, in de-
nen er zum einen das Newtonsche Relativitatsprinzip erweitert und zweitens die
Lichtgeschwindigkeit zu einer Konstanten erhebt, die unabhiangig vom Bezugssys-

tem ist.

1) Konstanz der Lichtgeschwindigkeit

Licht breitet sich im Vakuum aus. Seine Geschwindigkeit betrdgt ¢ und ist in allen
Inertialsystemen stets gleich grof. Sie ist unabhadngig vom Bewegungszustand der

Lichtquelle und des Beobachters.

2) Relativititsprinzip der Speziellen Relativititstheorie (SRT)

In allen Inertialsystemen laufen die physikalischen Vorgiange gleich ab. Physikali-
sche Gesetze und Koordinatentransformationen sind so zu gestalten, dass die Re-
chenergebnisse den experimentellen Ergebnissen in Inertialsystemen entsprechen
und zwar unter Berticksichtigung von 1). Die richtigen Koordinatentransformatio-
nen enthalten den Lorentz-Faktor. Mit ihnen ist es moglich die physikalischen Gro-
fen zwischen relativ zueinander bewegten Inertialsystemen ineinander umzurech-

nen.

Das erste Postulat von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit, scheint dem gesun-
den Menschenverstand vollig zu widersprechen. Es bedeutet, dass die bis dahin giil-
tigen Galilei Transformationen zwischen Inertialsystemen nicht mehr giiltig sein
konnten, denn mit Thnen wiirden sich fiir die Geschwindigkeit von Licht in einem re-

lativ zu einem anderen Bezugssystem c+v oder c-v ergeben, was gemaf} diesem Pos-
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tulat nicht mehr moglich sein sollte. Anders ausgedriickt, sollte jeder Beobachter un-
abhangig davon in welcher Richtung und mit welcher Geschwindigkeit er sich be-
wegt, fiir einen vorbeilaufenden Lichtblitz immer die Geschwindigkeit c messen.
Einsteins Postulat war jedoch véllig in Ubereinstimmung mit dem Michelson-Morley
Experiment, sowie allen dhnlichen Experimenten die es davor und danach jemals ge-
geben hat. Es bedeutete auch das Aus fiir den Ather, der als Tragermedium der Licht-
ausbreitung postuliert wurde, dessen Existenz jedoch durch keinen Versuch nachge-
wiesen werden konnte.

Das zweite Postulat l9ste zunadchst grofie Abneigung aus, da man nicht glauben
konnte, dass die Galileitransformation falsch sein konnte. Immer noch vertraute man
dem Newtonschen Glauben und wollte nicht einsehen, dass es einer Uberarbeitung
bedurfte, damit die physikalische Beschreibung der Vorgange mit den Versuchser-
gebnissen in Einklang gebracht werden konnten.

Einsteins Idee war es nicht, Newtons Beschreibung der Mechanik komplett zu ver-
werfen. Denn ihre Giiltigkeit war unmittelbar bei der Auswertung von Planetenbe-
wegungen mit grofier Genauigkeit seit Jahrhunderten bewiesen. Er wollte vielmehr
ihre Giiltigkeit auch auf Vorgange mit grofier Geschwindigkeit, wenn diese aus un-
terschiedlichen Inertialsystem beschrieben werden, erweitern.

Einsteins Ideen fithrten Ihn zunachst zu gleichen Ergebnissen, die Lorentz und
Poincare, flir die Erklarung der Ergebnisse des Michelson-Morley Experimentes, an-
hand einer Kontraktionshypothese erhalten haben. Seine Theorie konnte jedoch dar-
tiber hinaus weit aus mehr leisten, ohne die nicht haltbare Vorstellung der Existenz

eines Athers aufrecht erhalten zu miissen.

Beide Postulate fiihren direkt zu einigen iiberraschenden Konsequenzen, die wir in
den nachsten Abschnitten anhand zahlreicher Gedankenexperimente plausibilisieren

wollen:

- Die Vorstellung eines , Athers” als Tragermedium des Lichtes muss verworfen

werden

« Die Galilei-Transformation und die klassische Geschwindigkeitsaddition kann

fiir Geschwindigkeiten nahe der Lichtgeschwindigkeit nicht richtig sein
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Die Feststellung der Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse ist abhangig von wel-

chem Inertialsystem aus die Ereignisse festgestellt werden.

Verschiedene Inertialbeobachter (Beobachter in verschiedenen Inertialsyste-
men) stimmen in ihren Zeitmessergebnissen fiir die Dauer von Vorgangen

nicht miteinander iiberein: ¢ # ¢’
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1.11 Gedankenexperimente zur Plausibilisierung der
Konsequenzen der SRT

Relativitit der Gleichzeitigkeit

Uhren an Bug und Heck (an den Punkten D, E, F, G) zweier aneinander vorbeiflie-
gender Raketen (mit Relativgeschwindigkeit v, Abbildung 1.19) werden von einer
Blitzlampe in deren Mitte synchronisiert, sobald sich die Raketen genau gegeniiber
sind. Das Bild zeigt eine Momentaufnahme, wenn die Raketen genau gegeniiber ste-
hen. Die Lichtgeschwindigkeit ist aus Sicht der oberen und unteren Rakete immer

gleich c.

Abbildung 1.19: Relativitat der Gleichzeitigkeit

Der Vorgang kann nun aus Sicht der oberen oder der unteren Rakete vollig gleich-

wertig beschrieben werden, da keines der Inertialsysteme bevorzugt ist.

Aus der Sicht eines Beobachters in der unteren Rakete (willkiirlich Inertialsystem S

genannt) stellt sich der Vorgang wie in Abbildung 1.20 dar
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Abbildung 1.20: Relativitat der Gleichzeitigkeit 2

Aus Sicht der unteren Rakete werden seine beiden Uhren bei F und G gleichzeitig ge-

startet. Die Laufzeit des Lichtes ist fiir ihn somit vom Mittelpunkt M aus

Die Uhren bei D und E in der oberen Rakete wiirden jedoch fiir S nicht gleichzeitig
gestartet. Aus Sicht der unteren Rakete legt das Licht vom Mittelpunkt bis zum

Punkt D eine Strecke zurtick, die um Typ*v grofler ist als L.

L=Typc—TypV

L L
Typ = >Tye =
c—v c+v

Wiirde man den Vorgang aus Sicht der oberen Rakete (S') beschreiben, so ergabe
sich, dass dieser seine Uhren gleichzeitig startend wahrnimmt, wahrend er feststellen
wiirde, dass die Uhren der unteren Rakete nicht gleichzeitig gestartet werden wiir-
den. Da jedoch beide Inertialsysteme gleichberechtigt sind, hat jeder Recht. Dies

fiihrt dazu dass die Vorstellung einer absoluten Zeit aufgegeben werden muss.
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Relativitit des Zeitverlaufes

Wir erinnern uns an das ,Bahnsteig-Zug Experiment” in Abbildung 1.8, mit dem wir
die klassische Geschwindigkeitsaddition veranschaulicht haben. Anstelle des Spiel-
zeugautos besitze Bob eine Taschenlampe, mit dem er das Ende des Zuges anvisiert.
Dort befinde sich ein Spiegel (Abbildung 1.21)

g
Bob Taschenlampe Spl€g€|

S ——=———" N
® ®

Abbildung 1.21: Relativitat der Zeit

Bob kann die Geschwindigkeit des Lichtes messen, indem er den Weg den das Licht
bis zum Spiegel und wieder zuriick verfolgt, durch die Zeit teilt, die dieser Vorgang

dauert. Das bedeutet jedoch, dass fiir Bob (S') zu jedem Zeitpunkt und Ort

c=2 (1.54)

fiir die Geschwindigkeit des Lichtstrahles gelten muss.
Fiir Alice hat das Licht nach allen experimentellen Ergebnissen, ebenfalls die Ge-

schwindigkeit ¢, also c'=c, deshalb bedeutet das fiir ihre Rechnung

c=2 (1.55)
t

Zum Start-Zeitpunkt t=t'=0 liegen beide Inertialsysteme bei x=x'=0. Nachdem sich der
Zug mit Bob in Bewegung setzt, wissen wir jedoch, dass x#x' sein muss, da sich ja die
Bewegung des Zuges mit Geschwindigkeit v mit der Bewegung des Lichtstrahles

tiberlagern muss.
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Wenn wir testweise die Giiltigkeit der Galilei-Transformation voraussetzen (obwohl
sie nicht vollstandig richtig ist), dann konnte zum Beispiel Bob die x-Koordinate (von
Alice) folgendermafien (1.1) berechnen: x=x'+vt.

Wendet man dies auf (1.55) an, dann folgt daraus c=x'/t + v.

Damit wére c jedoch nicht konstant, sondern abhédngig von t und v.

Die Zeit t muss sich daher aber fiir Alice in Abhangigkeit von der Geschwindigkeit
des Zuges v genau so dndern, dass sich fiir x'/t +v immer der Wert von c ergibt. Das
bedeutet also t#t' und t=f(v). Die Zeit t ist eine Funktion der Relativgeschwindigkeit
v. Da aber beide Inertialbeobachter (Bob und Alice) gleichberechtigt sind, muss zu-
satzlich t'=f(v) mit dem gleichen funktionellen Zusammenhang gelten. Hieraus kann
gefolgert werden, dass es sogar zwischen t und t' einen funktionellen Zusammen-
hang in Form einer Transformation (Umrechnung) geben kann.

Beide Gedankenexperimente zeigen, dass die Postulate der SRT zu einer neuen Be-
deutung von Raum und Zeit fithren werden.

Da sich Beobachter in verschiedenen Inertialsystemen nicht mehr einig iiber die Zeit
t sind und sogar ein funktioneller Zusammenhang zwischen der Zeit t und t' beste-

hen kann, wollen wir die Zeit t wie eine Koordinate behandeln.

Ereignisse in Raum und Zeit

Wir fiihren deshalb eine Konvention ein, die sehr niitzlich ist, physikalische Vorgan-
ge in Raum- und Zeit zu beschreiben, wenn die Geschwindigkeit der zu beschreiben-

den physikalischen Vorgange in der Nahe der Lichtgeschwindigkeit liegen:

Ein Ereignis E wird in einem Inertialsystem S mit den 4 Koordinaten E(tg,xg,ye,zr)
beschrieben. Das gleiche Ereignis E wird in S' mit den Koordinaten E(t:',x:',yz',z5')

beschrieben.
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1.12 Die Zeitdilatation

Die vorhergehenden Gedankenexperimente dienten der Plausibilisierung der offen-
sichtlichsten Konsequenzen der Postulate Einsteins SRT, ohne jedoch quantitative
Aussagen zu treffen.

Wir werden uns nun quantitativ mit den beiden wichtigsten kinematischen Effekten
der SRT beschaftigen, der Zeitdilatation und der Langenkontraktion, welche mit
hochster Prazision in zahlreichen Experimenten bestatigt worden sind. Wir beginnen
mit der Zeitdilatation und betrachten dazu Abbildung 1.22.

Wir stellen uns eine , Lichtuhr” vor, deren Funktion darauf beruht, dass ihr Takt
durch die Reflexion eines Lichtstrahles zwischen zwei Spiegeln im Abstand d, gege-
ben ist. Unsere Protagonisten sind hier wieder Alice (S) und Bob (S'), die fiir uns das
Experiment durchfiihren. In Abbildung 1.22 ist der Verlauf des Lichtstrahles fiir Bob
dargestellt. Fiir ihn ruht die Lichtuhr zu allen Zeiten t'.

m
=1
=

—o—

Alice

Abbildung 1.22: Schematische Darstellung des , Lichtuhr”-Experimentes aus der Sicht von
Bob (S)
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In Abbildung 1.23 hingegen ist der Verlauf des Lichtstrahles fiir Alice dargestellt.
Aus Ihrer Sicht ruht die Lichtuhr nicht.

»
P‘n
/
f

27
\

O Q¢
I CAt /‘ \ /

Alice (

Vv, —

Abbildung 1.23: Schematische Darstellung des , Lichtuhr”-Experimentes aus der Sicht von
Alice (S)

Wir wollen uns nun die beiden entscheidenden Ereignisse A und B aus der Sicht von
S und aus der Sicht von S' genauer analysieren und die unbekannten Koordinaten

und Zeiten dieser Ereignisse im Anschluss berechnen.

Ereignis A: , Absenden des Lichtsignals vom unteren Spiegel und Start der Lichtuhr-
Bewegung mit Geschwindigkeit v in x-Richtung”

In S: A(ta,xa) = A(0,0)
in S A(ta',xa") = A(0,0)

Ereignis B: ,Empfangen des Lichtsignals am unteren Spiegel, nach Reflexion oben”

InS: B(tB,XB)
In S": B(ts',xs") = B(ts',0)

Wir berechnen zundchst die Zeitdifferenz der Ereignisse A und B fiir Bob in S'. Fiir

ihn ruht die Lichtuhr und die Ereignisse finden also am gleichen Ort statt Ax’ ;5 =0

&
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Aus der Sicht von S geschieht das Experiment jedoch gemafs Abb. 1.23. Die Lichtuhr
ruht fiir Alice nicht und das Licht legt einen grofseren Weg zwischen den Ereignissen
A und B zuriick. Die gleichen Ereignisse A und B finden fiir S nicht am selben Ort

2d

statt Ax ; # 0. Und deshalb ist At 5 =15 —1, > 7

Gemaf allen experimentellen Befunden muss die Lichtgeschwindigkeit ¢ jedoch in
die resultierende Richtung auch fiir S gleich c sein. Fiir die Laufzeit von unten nach

oben gilt deshalb mit dem Satz des Pythagoras:

cAAt? =d? +viAL?

= A= _ mit At = lAtAB (1.57)
C

Und deshalb fiir die Zeitdifferenz zwischen A und B fiir Alice (S) die gegeniiber der
Lichtuhr bewegt ist (und umgekehrt):

g2
C

2 (1.58)

Wie bereits anhand des Gedankenexperimentes in Abbildung 1.21 dargestellt, erhal-
ten wir einen funktionellen Zusammenhang der Zeit mit der Relativgeschwindigkeit

v. Der Faktor der dies tibernimmt ist der Lorentz-Faktor.

InS', in dem A und B am gleichen Ort stattfanden und die Lichtuhr ruht, ergibt sich

also:

2
At g =AT 5 :—d
c

In S, in dem A und B nicht am gleichen Ort stattfanden und die Lichtuhr also bew-
gegt ist, ergibt sich:

2 | 1
AtAB=—d
C

(1.59)
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Der Ausdruck At,gwird auch als Eigenzeitintervall zwischen den Ereignissen A und
B bezeichnet. Dieses Zeitintervall stellt offensichtlich das kiirzest mogliche Zeitinter-
vall fiir 2 Ereignisse Aund B dar.

Eine Zeitdifferenz zwischen 2 Ereignissen A und B, die innerhalb eines Inertialsys-
tems an einem Ort stattfinden, kann mit einer einzigen Uhr an diesem Ort gemessen
werden. Die Zeitdifferenz zwischen A und B in diesem Inertialsystem heifst Eigen-
zeitintervall zwischen Ereignis A und B.

In allen anderen Inertialsystemen misst man fiir die Zeitdifferenz zwischen A und B
ein grofieres Zeitintervall. Das Eigenzeitintervall ist das kiirzeste Zeitintervall zwi-
schen 2 Ereignissen. Wenn v=c ist, dann bedeutet dies jedoch, dass die Zeit des be-

wegten Systems S vom anderen System S aus betrachtet, still zu stehen scheint.

Fiir die anwendungsorientierte Berechnung der Zeitdilatation kann man daraus hilf-

reiche Handlungsanweisungen ableiten, wie z.B. :

Um das Eigenzeitintervall AT,z zwischen zwei physikalischen Ereignissen A und
B, fiir ein relativ zu mir bewegtes Inertialsystem zu bestimmen, muss ich meine

gemessene Zeitdifferenz At,g, welche ich fiir die gleichen physikalischen Ereig-

nisse A und B in meinem Inertialsystem gemessen habe, mit dem Faktor /1~ V%z

multiplizieren.

3 Wichtige Anmerkungen zu Implikationen der Zeitdilatation:

1. Aufgrund des experimentell bestétigten Relativitatsprinzips, wonach man experi-
mentell nicht unterscheiden kann ob man sich gleichférmig bewegt oder ruht, muss
dieser Effekt der Zeitdilatation wechselseitig symmetrisch sein: Jedes der Inertialsys-
teme kann sich in Ruhe ansehen. Es geht stets die Uhr des anderen Inertialsystems
nach! Tatsdchlich gehen jedoch identische Uhren in Inertialsystemen gleich, so wie es
zu Beginn festgestellt werden kann. Dies gilt, sofern sich die beiden Inertialsysteme
immer gleichférmig bewegen. Sobald sich ein Inertialsystem von der gleichférmigen

Bewegung loslost und z.B. umkehrt oder abbremst, ist die Zeitdilatation irreversibel.

2. Die gleichformige Bewegung der Lichtuhr kann niemals zur Folge haben, dass sich

der Abstand der Spiegel senkrecht zur Bewegungsrichtung andert. Eine Uhr die auf
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Gleisen montiert ware wiirde dann aus den Gleisen springen. Dies wiirde jedoch das
Auftreten von Kréften benotigen. Dies ist nicht beobachtbar und auch nicht mit dem

Relativitatsprinzip vereinbar.

3. Die Zeitdilatation beschrankt sich nicht auf Zeitmessungen fiir die Bewegung des

Lichtes, sondern gilt fiir den Zeitverlauf aller physikalischer Vorgange.

Wir konnen die letzte Behauptung mit Abbildung 1.24 veranschaulichen. Wir be-
trachten dazu nochmal die Geschwindigkeitsverhaltnisse in der Lichtuhr von S aus
gesehen. Da die Gesamtgeschwindigkeit des Lichtes immer c ist, ergibt sich fiir die
Bewegung des Lichtes von S aus betrachtet, ein rechtwinkliges Dreieck der Ge-
schwindigkeiten. Fiir den Beobachter im Inertialsystem S, welches als bewegt gegen-

tiber der Uhr angenommen ist also

Y,y
¢ [ L2
'\i02 —v?=c 1—‘]—2
C
v
X, X'

Abbildung 1.24: Schematische Darstellung des , Lichtuhr”-Experimentes aus der Sicht von
Alice (S)

Wiére die Uhr mechanisch und wiirde man z.B. einen Ball mit Geschwindigkeit u'
(von S'" aus) hoch und runter springen lassen und die Zeiteinheit danach festlegen,

dann gilt in S', wobei u' ein Bruchteil n von c sein muss

T (1.60)
n

Der Beobachter in S erhdlt jedoch fiir die senkrechte Komponente der Geschwindig-
keit dann mit obigem Ergebnis aus dem Geschwindigkeitsdreieck, indem man c

durch ¢/n ersetzt:
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0, :(gj v (1.61)

n CZ

Auch aus diesen Erkenntnissen lassen sich hilfreiche Handlungsanweisungen fiir die

Berechnung physikalischer Vorgange ableiten:

Wenn man im System S fiir die Geschwindigkeit eines senkrecht zu Bewegungs-
richtung stattfindenden Prozesses den Wert u, misst, dann muss man diesen Wert
mit dem Lorentz-Faktor multiplizieren um zu wissen wie schnell der Prozess in S'

vor sich geht.

Beziiglich der Zeitdilatation fordert das Relativitdtsprinzip, dass jeder Vorgang, der
eine gewisse Zeit benotigt, einem stillstehenden Beobachter langsamer erscheint, als
dem mitbewegten Beobachter. Gabe es ein bestimmtes Phanomen, bei dem dies nicht
der Fall ist, dann konnte der gleichférmig mitbewegte Beobachter genau dieses Pha-
nomen als Experiment heranziehen und feststellen dass er sich gleichformig bewegt
oder ruht.

Alle Phanomene, der Pulsschlag von Bob im Zug, seine Gedanken, die Zeit die es
dauert, bis er sich eine Zigarette anzuziindet, die Zeit die es braucht dass seine Haare
wachsen — all dies muss genauso verlangsamt erscheinen, ansonsten konnte er expe-
rimentell feststellen, dass er sich gleichformig bewegt.

Man kann sich dies auch mathematisch dadurch erklaren, weil jeder Vorgang mit ei-
ner Geschwindigkeit ablauft, der ein gewisser Bruchteil der Lichtgeschwindigkeit ist.
Da aber die Lichtgeschwindigkeit immer konstant ist, sind es auch die Bruchteile fiir
einen bestimmten Vorgang. Da es sich aber so verhilt, bedeutet es, dass die Feststel-
lung der Zeit eines anderen Inertialsystem genau auf oben beschriebene Formeln hin-
auslauft.

Einstein hat die Konsequenzen der Zeitdilatation in einem auf den ersten Blick un-
glaublichen Beispiel veranschaulicht. Er schreibt sinngemafs in [4]:

,Sind in den Punkten A und B von S ruhende, im ruhenden System betrachtet, syn-
chron gehende Uhren vorhanden, und bewegt man die Uhr in A mit der Geschwin-
digkeit v .... nach B, so gehen nach Ankunft dieser Uhr in B, die beiden Uhren nicht

mehr synchron, sondern die von A nach B bewegte Uhr geht pro Sekunde um

NIE "%2 Sekunden nach”.
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Die von der speziellen Relativitatstheorie vorhergesagten Effekte der Zeitdilatation
sind unzéhlige Male und unabhéngig voneinander, durch zahlreiche Beobachtungen
und Experimente, mit hoher Genauigkeit bestatigt worden.

Besonders zu nennen sind in diesem Zusammenhang die Lebensdauer von Myonen
und das Hafele-Keating Experiment. Bei diesem Experiment wurden Atomuhren in
Flugzeugen auf die Reise geschickt.

Joseph C. Hafele und Richard E. Keating brachten 1971 vier Casium-Atomuhren an
Bord eines kommerziellen Linienflugzeugs, und flogen zweimal rund um die Welt,
zuerst ostwarts, dann westwarts, und verglichen die Borduhren mit denen des Uni-
ted States Naval Observatory. Im Bezugssystem das sich in Ruhe beziiglich des Erd-
zentrums befindet, bewegt sich die Borduhr ostwarts in die Richtung der Erdrotati-
on, und hat eine grofiere Geschwindigkeit als eine an der Erdoberfldche befindliche
Uhr. Gemafs der speziellen Relativitatstheorie lauft die Borduhr langsamer als die Bo-
denuhr, und verliert also an Zeit. Hingegen die Borduhr die sich westwarts und da-
mit entgegen der Erdrotation bewegt, hat eine geringere Geschwindigkeit als die Bo-
denuhr, und gewinnt also an Zeit. Die 1972 veroffentlichten Resultate der beobachte-
ten Zeitgewinne bzw -verluste stimmten mit den relativistischen Vorhersagen
innerhalb einer Genauigkeit von ~10% {iiberein. Derartige Experimente wurden be-
reits mehrfach wiederholt und die gesteigerte Messgenauigkeit zeigte eine immer
groere Ubereinstimmung der Messergebnisse mit den Vorhersagen der Speziellen

Relativitatstheorie.

Der Lorentz-Faktor

Man nennt den Faktor 1/\/1 - "%z auch Lorentz-Faktor. Er spielt eine herausragende

Rolle in der SRT. Betragt die Relativgeschwindigkeit zwischen zwei Inertialsystemen

v, so lautet der Lorentz-Faktor

Vv = > (1.62)

Beispiele fiir die Auswirkung unterschiedlicher Relativgeschwindigkeiten auf die

Zeitdilatation:
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Relativgeschwindigkeit v Lorentz-Faktor (Zeitdilatation)
Auto mit 100 km/h 1+4,2*10"°

Flugzeug mit 1000 km/h 1+4,3*10™"

50% * ¢ 1,55

Myonenzerfall

Die Zeitdilatation scheint dem gesunden Menschenverstand zu widersprechen. Der
Effekt lasst sich jedoch in der Praxis anhand des Myonenzerfalles beobachten.
Myonen sind Elementarteilchen mit Ladung —e und Masse 206*m(Elektron). Sie ent-
stehen in der Erdatmosphare in ca. 10km Ho6he bei Reaktionen kosmischer Strahlung
mit dem Erdatmosphdrengas. Im Inertialsystem, in dem das Myon ruht (Labor),
misst man eine Halbwertszeit von 1=1,5us (Eigenzeit). Die atmospharischen Myonen
haben eine Geschwindigkeit von 99% der Lichtgeschwindigkeit.

Bevor sie zerfallen hatten sie nach nicht-relativistischer Rechnung somit eine Reich-
weite von ca. T ¥0,99*c = 600m erreicht. Es diirften also so gut wie keine Myonen auf

der Erdoberflache ankommen.

ABER: Ein sehr hoher Anteil der in der Atmosphare entstehenden Myonen gelangt
trotzdem bis zur Erdoberflache. Eine Erklarung ist nur mit der Zeitdilatation mdog-
lich.

Wenn ein Myon nach der Eigenzeit von t=1,5U5= Tyewegt zerfallt, dann misst ein Beob-

achter auf der Erde die ldngere Zeit:

At:—ZZT']/V :33,5/,16'

‘ <

Ein Beobachter auf der Erde erhalt fiir die Strecke, die das Myon zuriicklegt deshalb
L=33,5us* 0,99¢ = 10km.

Es kommt jedoch zu einem vermeintlichen Widerspruch, denn der Beobachter der
mit dem Myon fliegt, erhalt ja nur 600m. Eine Erklarung hierfiir liefert der Effekt der

sogenannten Langenkontraktion.
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1.13 Die Langenkontraktion

Der Effekt der Langenkontraktion wird oftmals falsch interpretiert. Es handelt sich
hier nicht um eine durch Krafte erzeugte Komprimierung von Materie, sondern be-
zieht sich auf den raumlichen Mafistab (Metrik), mit dem ein in Bewegungsrichtung
liegender Gegenstand, anhand unten stehender Langemessung, mittels Zeitmessung
gemessen wird. Dieser Effekt tritt immer im Zusammenhang mit der Zeitdilatation
auf. Er ist stets wechselseitig symmetrisch. Zur Herleitung des Effektes betrachten

wir das Gedankenexperiment in der folgenden Abbildung

SI

Bol

(=3

eigen > Markierung(=Uhr)

- A/
7

Abbildung 1.25: Gedankenexperiment zur Langenkontraktion

Alice

®
O

Bob in S' stellt die Lange seines Zuges mit einem ruhenden Mafistab fest. Er misst die
sogenannte Eigenlange Leigen.
Alice in S hinin Bezug auf Stellt die Lange des sich mit Geschwindigkeit v in x-Rich-

tung bewegten Zuges anhand der Zeitdifferenz der beiden Ereignisse A und B fest:

Ereignis A:“Vorderes Ende des Zuges fahrt an einer einzigen Stoppuhr am Bahnsteig
vorbei (=Markierung)”
Ereignis B: ,Hinteres Ende des Zuges fahrt an der einzigen Stoppuhr am Bahnsteig

vorbei (=Markierung)”

In S wird also ein Eigenzeitintervall zwischen A und B gemessen: Az

In S' wird fiir die beiden Ereignisse jedoch kein Eigenzeitintervall gemessen, da in S'
die Zeitmessung an verschiedenen Orten, am vorderen- und hinteren Ende stattfin-
det. Unter Berticksichtigung von (1.59) fiir das Eigenzeitintervall zwischen den Ereig-

nissen A und B, erhalt man also
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InS': At L Eigenldinge

eigen *

InS: A7, L=VAT 5 = VAl 1= = Lo |1 =5 = L7y

c c
Eine rdumliche Abmessung, die in Bewegungsrichtung liegt und mit einem ruhen-
den Mafistab bestimmt werden kann ist eine Eigenldnge. Es handelt sich aus relati-
vistischer Sicht um den grofsten Wert fiir diese Lange. In Bewegungsrichtung liegen-

de Mafstdbe erscheinen in anders bewegten Inertialsystemen verkiirzt.

Wenn ich mich in S befinde und messe einen bewegten Mafistab, der in Bewe-
gungsrichtung liegt zu L, dann muss ich diesen Wert mit dem Lorentz-Faktor v,

multiplizieren um zu wissen, welche Eigenldnge er in S' hat.

Originalbeispiel von Einstein 1905 zur Lingenkontraktion: ,Zur Elektrodynamik

bewegter Korper” [4]

Wir betrachten eine starre Kugel vom Radius R, welche in S' ruht und deren Mittel-
punkt im Koordinatenursprung von S' liegt. Die Gleichung der Oberflache dieser Ku-
gelin S'ist:

X?+y?+z? = R"

In S, welches sich mit v in x-Richtung relativ zu S' bewegt, gilt dann aber:

xZ +y2 +ZZ :R2 :7/2x12+y12+zl2

v

Ein starrer Korper, welcher in ruhendem Zustande ausgemessen die Gestalt einer
Kugel hat, hat also in bewegtem Zustande — vom ruhenden System aus betrachtet —

die Gestalt eines Rotationsellipsoides mit den Achsen
yo'/R, R, R

Fiir v=c, schrumpfen alle alle bewegten Objekte — vom ruhenden System aus betrach-

tet — in flachenhafte Gebilde zusammen.
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1.14 Die Lorentz-Transformation

Die Lorentz-Transformation kann ganz natiirlich aus den Axiomen der Speziellen Re-
lativitatstheorie und den sich daraus ergebenden Phanomenen der Zeitdilatation und
Langenkontraktion abgeleitet werden. Ich werde im folgenden 2 dquivalente, beson-
ders anschauliche Herleitungen zeigen. Beide gehen davon aus, dass S und S' die Re-

lativgeschwindigkeit v in x-Richtung zueinander haben.

1. Herleitung aus der Lingenkontraktion und der Konstanz der Lichtgeschwindig-

keit

Angenommen in S' misst jemand die x'-Koordinate eines Punktes mit einem Meter-
stab, dann legt er den Stab also x'-mal an. Es handelt sich in S' um eine Eigenldnge

und deshalb ist der Meterstab gegentiiber S langer! Ein Beobachter in S' rechnet also

N /1 _ v%2 'y (1.63)

Wenn sich S' um die Strecke vt weiterbewegt hat, dann befindet sich der Punkt nun
bei

X = x’-;/v_1 + vt (1.64)

Daraus ergibt sich also durch Umformung fiir den Inertialbeobachter S die Umrech-

nung seiner raumlichen x-Koordinate nach S":
K=y, (x-vt)  bzw.  AX'=y, (Ax—vA?) (1.65)
Wie werden nun t und t' umgerechnet?

Gehen wir davon aus, dass S und S' bei t=t'=0, den raumlichen Versatz Ax zueinander
haben. S' bewegt sich nun mit v. Ein Inertialbeobachter S schickt bei t=t'=0 einen
Lichtblitz in Richtung S' los. Dieser legt die Strecke Ax in der Zeit At= Ax/c zuriick.
Dies setzen wir einfach in (1.65) ein und erhalten damit fiir die Koordinaten der Wel-

lenfront des Lichtblitzes
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Ax'= cAt'= }/V(CAZ - ﬂj - A= yv( Af — @j (1.66)
c c

Und damit natiirlich auch
r=y, (r - %) (1.67)
c

Die Gleichungen (1.65 - 1.67) sind die Lorentz-Transformationen. Aufgrund des Rela-
tivitatsprinzips, sind S und S' als Inertialsystem gleichberechtigt. Der Inertialbeob-
achter in S' erhélt deshalb die Transformationsformeln aus (1.65) — (1.67), indem er
einfach die ,ungestrichenen” Raum- und Zeitkoordinaten durch seine
»gestrichenen” Koordinaten ersetzt und die Geschwindigkeit v durch -v. Man nennt

dies auch symmetrische Umkehrung.

2. Herleitung aus der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit und dem Relativitits-

prinzip

S und S' liegen bei t=t'=0 raumlich {ibereinander. S und S' bewegen sich ab t=t'=0 nur
in x-Richtung mit v relativ zueinander. Beliebige Punktereignisse E werden in S bzw.
S' wie folgt mit den entsprechenden Zeiten, bzw. raumlichen Koordinaten beschrie-

ben:

InS:E(t;,x;)

InS":E(ty,x;)

Forderung an die aufzustellende Transformation:

Gemafs dem Relativitatsprinzip muss es eine lineare Beziehung zur Umrechnung der
Koordinaten des Ereignisses zwischen relativ zueinander bewegten Inertialsystemen
geben. Wir beweisen diese Behauptung durch Widerspruch:

Wiare z.B. t'=a*t?, dann gdbe es in S eine gleichférmige Bewegung, die in S' keine
gleichformige Bewegung (=beschleunigte Bewegung) ware. Dies wiirde das Auftre-

ten von Kréften bedeuten. Dies ist ein Widerspruch zum Relativitatsprinzip. Deshalb
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wahlen wir folgenden linearen Ansatz mit einem noch unbekannten Faktor k.

Lichtblitze bewegen sich in 2 belieben Inertialsystemen S und S' gleich schnell:

S': x'=ct' — Anforderung anTransformation:x=ct=k(ct'+vt')=kt'(c+v)

S: x=ct — Anforderung an Transformation:x'=ct'=k(ct-vt)=kt(c-v)

Wir multiplizieren beide Gleichungen und kénnen dann nach dem Faktor k auflésen:
c2tt'=k2tt'(c-v)(ct+v)=k?tt'(c2-v?) und daraus folgt

1
k=——=7,

2
c
Der Faktor k erweist sich einfach als der bereits bekannte Lorentz-Faktor.

Die Ergebnisse beider dquivalenter Herleitungen werden nun folgendermafien in den

Gleichungen der Lorentz-Transformation zusammengefasst.
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1.14 Die Lorentz-Transformation

Hat ein Ereignis E im Inertialsystem S die Koordinaten E(t,x,y,z), dann hat es im Iner-

tialsystem S' die Koordinaten E(t',x',y',z"). Wenn beide Inertialsysteme zur Zeit t=t'=0

iibereinander liegen und die Relativbewegung nur in x-Richtung mit v stattfindet,

dann werden die Koordinaten folgendermafen ineinander umgerechnet

Fir S Fir S'
, VX , v (1.68)
f:]/V t——z f:]/v t+—2
c c
xX'=y, (x - vt) x=y, (x'+vt') (1.69)
Y=y (1.70)
Z'=z (1.71)
Fiir Koordinatendifferenzen zweier Punktereignisse A und B gilt dann:
Fir S Fir S
. VAX . VA (1.72)
At AB_7v(AtAB - ZABJ At ZQ/V(N ABT ZABJ
c
AX 15 = 7, (Ax g5 — VAL ) Axyp =7, (AX 5 +VAL ) (L.73)
AV 45 = A 45 (1.74)
Az yp = Az 4 (L.75)

Um also z.B. die rdaumliche x'-Koordinate eines physikalischen Prozesses, fiir den Be-
obachter in einem anderen Inertialsystem S' zu berechnen, muss man, wenn man sich
in S befindet, die in S festgestellte (eigene) x-Koordinate mit seiner in S festgestellten
(eigenen) t-Koordinate in der beschriebenen Weise mit dem Lorentz-Faktor verrech-
nen um NUR die ANDERE x'-Koordinate in diesem ANDEREN System zu erhalten.

Das verbliiffende ist also, dass die Zeitkoordinaten (t ungleich t') in diese Berechnung

der rein raumlichen Koordinaten mit dem Lorentz-Faktor eingehen.

Es zeigt sich auch sehr schon, dass keines der beiden Inertialsysteme ausgezeichnet

ist. Das erkennt man an der Symmetrie der Lorentz-Transformation. Sie unterschei-
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det sich zwischen S und S' nur in dem Vorzeichen fiir die Relativgeschwindigkeit
und die Ersetzung der , ungestrichenen” Grofien durch , gestrichene” und vice versa.
Das ist ein erster starker Hinweis darauf, dass Raum- und Zeit nicht unabhangig
voneinander sein konnen.

Aus der Lorentz-Transformation lassen sich die Zeitdilatation und die Langenkon-

traktion auch wiederum gewinnen.

Zeitdilatation: Finden in S' 2 Ereignisse am gleichen Ort statt (Ax'=0), aber zu ver-
schiedenen Zeiten (At'#0 : Eigenzeitintervall), dann gilt fiir die Zeitdifferenz in S von

S' aus mit seinen ,, gestrichenen” Messgrofien berechnet:
Aty =7, (A1 5+0) = 7, AL 4y = 7, AT 1 (1.76)

Langenkontraktion: Wenn ein Mafistab in S' ruht, dann Ax'#0 : Eigenldnge. In S kon-

nen Anfangs- und Endpunkt gleichzeitig bestimmt werden (At=0):

AY 45 = 7 (AX 15 = VAL )= 7 AX 15 = Ly = 7L (1.77)

eigen

Die Lorentz-Transformation (LT) in vollstindig vektorieller Form

Stimmen beide Inertialsysteme S und S' bei t=t'=0 {iberein (keine Verdrehung der
Achsen) und bewegen sie sich von da an, mit v in beliebiger Raumrichtung relativ
zueinander, dann ist es sinnvoll die Koordinatendifferenzen von Ereignissen in Kom-
ponenten zu zerlegen. Und zwar in Komponenten parallel und senkrecht zur relati-
ven Bewegungsrichtung. Die Komponenten senkrecht zur Bewegungsrichtung blei-

ben bei der LT unverandert.

!

X

Die Ortsvektoren in Sund S' lauten inS' 7'=| ' | und in S 7 =

Z!

N
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1.14 Die Lorentz-Transformation

Vektorzerlegung:
“ozr_ =
S r'=r', +r',

S:r =Ty +rJ_v

Abbildung 1.26 gibt eine Ubersicht der betrachteten Vektoren.

Abbildung 1.26: Vektorielle Form der Lorentz-Transformation

Die Komponenten senkrecht zur Relativgeschwindigkeit v bleiben bei LT unveran-
dert:
(1.78)

—

;== =
Fiyy=r,=r—ry,

Die Zerlegung eines Vektors in Richtung eines anderen Vektors ist aus der Vektor-

rechnung bekannt. Die Zerlegung des Ortsvektors von S, in Richtung des Geschwin-

digkeitsvektors v ergibt deshalb:

|

r : (1.79)

=275

-2
v

NI

e

ryy =

-

r,, =rcos9

< | <
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Die Zerlegung der Ortsvektoren in S bzw. S' lautet dann ausfiihrlich:

. - v oo Voo
S: F=Fy, +r,=—5"V+r, =1, —+r, (1.80)
v %
7'y v
. =1 __ 0 = — = = _ ’ =
S Fl=r ), +r',=— -v+r”—r//v;+rlv (1.81)
v

Daraus ergibt sich mit (1.79) fiir den Ortsvektoranteil senkrecht zur Relativgeschwin-

digkeit

Y
<l

Fl\,=F,=F—r,, =F——"V (1.82)
%
Die LT benétigt nur die Betrdge der Komponenten parallel zu v. Fiir S ergibt die An-

wendung der LT also:

’”’//v:%(’”//v _Vf):%(—r‘;v —ij (1.83)

= m(f—% -%j = m(r——r ;Vj (1.84)
C C

Man setzt nun diese LT-Formeln (1.83) und (1.84) in (1.81) ein und berticksichtigt

(1.82). Dann erhalt man die LT in vektorieller Form fiir S:

, Vo AL FovoV L FV (185
r_ ’ _ ! — .
F=ry, —+r =y, ———Vvi|—tr ,=y,|— V|- +tr——v ( )
v v v v v %

Um die LT fiir S' zu erhalten muss man in (1.84) und (1.85) nur das Vorzeichen der
Relativgeschwindigkeit v dandern und die , ungestrichenen” Groflen durch , gestri-

chene” Grofien, sowie die , gestrichenen” durch , ungestrichene” Grofien ersetzen.
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Wir fassen das nun zusammen:

Hat ein Ereignis E im Inertialsystem S die Koordinaten E(t,x,y,z), dann hat es im Iner-
tialsystem S' die Koordinaten E(t',x',y',z"). Wenn beide Inertialsysteme zur Zeit t=t'=0
iibereinander liegen und die Relativbewegung mit v in beliebiger Raumrichtung

stattfindet, dann werden die Koordinaten folgendermafien ineinander umgerechnet:

Fir S Far S
, Py Y (1.86)
r=y,\t—— t=y,|t+—
c c
) Py Vo FV o R PNV L, L (1.87)
r=y,|——vt —tr-——"v r=y,|—+vt —t+r-—"v
v % % 14 v v

Die SRT fiihrt also bei physikalischen Vorgangen die sehr schnell, nahe der Lichtge-
schwindigkeit ablaufen zu einer vollig neuen Vorstellung des Raumes und der Zeit.
Dies wird auch einen Einfluss auf die Geschwindigkeitsaddition haben, wie wir sie
aus Kapitel 1.5 kennen.

Bevor uns damit auseinandersetzen, sollen 2 der bekanntesten Paradoxa die im Zu-
sammenhang mit der Langenkontraktion und der Zeitdilatation entstehen und Stoff
zahlreicher Diskussionen liefern, erklart werden. Es sei schon vorab darauf hingewie-
sen, dass es eindeutige physikalische Losung fiir sie gibt. Deshalb sind beide eigent-
lich keine echten Paradoxa. Bei korrekter Anwendung der Gesetzmafigkeiten der
SRT und der richtigen Interpretation, gibt es keine kausalen Paradoxa und keine der
Aussagen widerspricht dem Relativitatsprinzip, wonach niemand in einem Inertial-

system feststellen kann, dass er sich gleichférmig bewegt oder ruht.

Zwillingsparadoxon

Martin und Hans seien Zwillinge. Mit 18 Jahren stellen sich beide einem wissen-
schaftlichen Experiment. Hans braucht dabei nichts anderes zu tun, als ganz normal
sein Leben hier auf der Erde weiter zu verbringen und jedes Jahr seinen Geburtstag
am selben Tag zu feiern.

Martin jedoch hat sich bereit erklart mit einem superschnellen Raumschitf (v=0,5c) zu

einem s=10L] entfernten Planet zu reisen. Er soll dort angekommen wenden und mit
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der gleichen Geschwindigkeit zurtickfliegen.

Hans, der auf der Erde geblieben ist, feiert gerade seinen 58 Geburtstag, als Martin
wieder auf der Erde eintrifft. Martin, der von der Reise zuriickkommt erschrickt aber,
als er sieht, dass Hans Geburtstagstorte bereits 58 Kerzen zieren, denn seine Torte ist
gerade mal mit 53 Kerzen bestiickt.

Wenn Hans ohne Relativitatstheorie rechnet, dann bend6tigt Martin fiir seine Reise die
Zeit t=2*10L]/0,5 L]J/]=40 Jahre.

Beriicksichtigt ~ Hans  jedoch  die  Zeitdilatation @ dann  erhdlt er
'=40J -1-0,25¢7/c? = 40J:/0,75 ~35J

Es scheint unglaublich dass Martin nach der Riickkehr jiinger sein soll als Hans.

Man muss mit den bisherigen Kenntnissen argumentieren, dass genausogut Hans
sich von Martin wegbewegt und deshalb ebenso die Zeit fiir ihn verkiirzt sein sollte.
Im Rahmen des bisher besprochenen ist dies richtig.

Aber es ist trotzdem ein Trugschluss, denn Martin ist es, der bei Erreichen des Plane-
ten abbremsen muss und umkehrt, nicht Hans. Es kann also nur Martin sein, der sich
seine Bewegung gedndert hat, indem er umkehrt.

Aufgrund des Relativitatsprinzips muss Martin tatsachlich weniger altern, als sein
Zwilling auf der Erde. Wir werden nochmal in Kapitel 1.22.15 auf die exakte Be-
schreibung dieses Phanomens zuriickkommen (Stichwort: Relativistischer Raketen-
flug). Im Rahmen unbeschleunigter Inertialsysteme kann das Zwillingsparadoxon

nicht aufgeklart werden!

Bus- Garage Paradoxon

Ein Paradoxon, das die Langenkontraktion enthalt ist das Bus-Garage Paradoxon. In
eine Garage von 10m Lange soll ein 20m langer Bus hineingebracht werden.

Wird der Bus mit einer Geschwindigkeit von 0,87c in die Garage hineingefahren,
dann verkiirzt er sich von Alice in der Garage aus gesehen der Bus auf 10m, denn bei
dieser Geschwindigkeit ist der Lorentz Faktor gleich 2.

Von Bob im Bus aus gesehen ist der Lorentz Faktor fiir die Garage aber ebenfalls 2,
womit die Garage nur noch 5m lang ist. Der Bus wird also an der Riickwand der Ga-

rage zerschellen.
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1.15 Die relativistische Addition von Geschwindigkeiten

In Kapitel 1.5 haben wir die klassische Addition von Geschwindigkeiten mit Hilfe
der Galilei-Transformation hergeleitet. Wir wissen nun jedoch, dass diese nur fiir
physikalische Vorgange richtig ist, wenn sie mit kleinen Geschwindigkeiten - vergli-
chen mit der Lichtgeschwindigkeit — erfolgen. Das klassische Additionstheorem wrir-
de auch zu Geschwindigkeiten fithren konnen, die hoher als die Lichtgeschwindig-
keit sind. Dies ist jedoch nicht moglich. Zur Herleitung des relativistischen Additi-
onstheorems fiir Geschwindigkeiten gehen wir einfach noch einmal von dem
Gedankenexperiment in Abbildung 1.8 aus, das hier noch einmal wiedergegeben
wird (Abbildung 1.27). Unser Ziel ist es nun, das richtige Gesetz fiir die Addition von
Geschwindigkeiten zu finden, wenn wir es mit Geschwindigkeiten nahe der Lichtge-
schwindigkeit zu tun haben. Da dies ein sehr wichtiges Kapitel der Relativitatstheo-
rie ist, sollen zwei dquivalente Herleitungen angegeben werden. Die erste Herleitung
dient hauptsachlich der Anschaulichkeit und begniigt sich mit einfacher Mathematik.
Die zweite Herleitung ist getragen von mathematischer Stringenz bei der Anwen-
dung der Differentialrechnung. Damit sollen sowohl die mathematisch-abstrakt den-
kenden Leser, als auch die vorstellungskraftigen Leser angesprochen werden. Beiden
zugrunde liegt das Gedankenexperiment in Abbildung 1.27. Bob, der sich im Zug be-
findet (S') und Alice, die am Bahnsteig (S) steht wollen die Geschwindigkeit des
Spielzeugautos anhand ihrer eigenen Messwerte fiir den jeweils anderen mit Hilfe

der giiltigen Lorentz-Transformation umrechnen.

Zug

SF
. Spielzeug -V
[ J—u

[ o

S
©

Abbildung 1.27: Gedankenexperiment zur relativistischen Geschwindigkeitsaddition
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Bei der Geschwindigkeitsaddition, miissen von der Geschwindigkeit u, sowohl die
Geschwindigkeitskomponenten parallel zur Relativbewegung der Inertialsysteme
mit Geschwindigkeit v, als auch mogliche Geschwindigkeitskomponenten von u die
senkrecht zu v liegen, separat berticksichtigt werden. Wir haben einen Hinweis dar-
auf bereits in Kapitel 1.12, im Gedankenexperiment zur Zeitdilatation in Abbildung

1.24, erhalten.

1. Anschauliche Herleitung

Geschwindigkeitskomponente von u parallel zur Relativbewegung der Inertialsyste-

me S und S' mit Geschwindigkeit v:

Bob in S' errechnet zundchst die Geschwindigkeit des Spielzeuges aus seinen gemes-

senen (,, gestrichenen”) Grofien

A

2 Y
“//v—“x—At,

Will er nun die Geschwindigkeit berechnen, die Alice in S misst, dann muss er fiir Ax

und At, die Lorentz-Transformation anwenden (die rechte Spalte in (1.68) und (1.69))

L _Ax A
V/aY At A VAX!
2
C

Er dividiert nun Zahler und Nenner dieses Bruches durch At' und erhalt

Ax'+vAL
Ax At u' +v u',, +v
Uy, =-——= T = . ' (1 88)
VAX V-u V-u :
AL Apy - 1+ —=% 1+42//V
c c c
At

Alice in S kann die Geschwindigkeit des Spielzeugautos, die Bob misst, ebenfalls be-
rechnen. Aus Symmetriegriinden und der Gleichberechtigung von Inertialsystemen
muss sie dazu in (1.88) nur die , gestrichenen” Grofien durch ,, ungestrichene” erset-

zen und das Vorzeichen der Relativgeschwindigkeit v umkehren.
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' Uy, —v
Wyy=—"2T""" (1.89)

_v-uy,

Beispiel: Wenn die Relativbewegung von Bob und Alice mit v=1/2*c statffindet und
Bob die Geschwindigkeit des Spielzeugautos zu u'=1/2*c misst, dann erhalt Alice fiir

die Geschwindigkeit des Spielzeugautos allerdings nur u=4/5*c.

Geschwindigkeitskomponente von u senkrecht zur Relativbewegung der Inertialsys-

teme mit v:

Wir erweitern unser Gedankenexperiment und Bob werfe einen Ball in senkrechter
Richtung zu v, von unten nach oben an die Decke des Zugabteils (Abbildung 1.28).
Wir wissen aus der Lorentz-Transformation bereits, dass sich der Abstand zwischen
Decke und Boden nicht andern darf. Wir werden jedoch trotzdem einen Einfluss auf
die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Relativbewegung, aufgrund der

Zeitdilatation erhalten

' |
S Y,y

S
® X, X

Abbildung 1.28: Gedankenexperiment zur relativistischen Geschwindigkeitsaddition

Bob in S' errechnet zunachst einfach wieder die Geschwindigkeit des Balles aus sei-

nen gemessenen (,, gestrichenen”) Grofsen:

!

AY'
Y
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Will er nun die Geschwindigkeit berechnen, die Alice in S misst, dann muss er die
Lorentz-Transformation nur fiir At anwenden (die rechte Spalte in (1.68) und (1.70)),
denn es gilt mit (1.70): Ay = Ay’

At yv(At’+ vAzx j
c

Er dividiert nun wie oben schon, Zahler und Nenner dieses Bruches durch At' und

erhalt

u,, = ;
L 7v(1+um~V] (1.90)

Alice benutzt davon einfach wieder die symmetrische Umkehrung wie im Falle der

parallelen Geschwindigkeitskomponente beschrieben:

' U,

Yiv= . (1.91)
7. (1 _uy V]

2
C

Die Formeln fiir u, in (1.90) und (1.91) gelten bei Relativbewegung von S und S' mit v
in x-Richtung, sowohl fiir die y- als auch die z-Komponente von u, wenn es sich bei
der Bewegung des Korpers mit Geschwindigkeit u, um eine dreidimensionale Bewe-
gung handelt.

Bevor wir eine Zusammenfassung angeben, wird im folgenden Abschnitt wie bereits
angekiindigt, die soeben anschaulich abgeleiteten GesetzmafSigkeiten zur relativisti-
schen Geschwindigkeitsaddition, mit den Methoden der Differentialrechnung noch

einmal errechnet.
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2. Herleitung iiber Differentialrechnung

Geschwindigkeitskomponente von u parallel zur Relativbewegung der Inertialsyste-

me mit v:

ox'

BobinS': u', =u' =
/v x ot

Bob in S' nutzt die erste partielle Ableitung fiir die Formel fiir x, der LT:

_Ox _0Ox o (1.92)
Yoot o ot

Uy, =u

Zur Auswertung von (1.92) benotigen wir also die partiellen Ableitungen von a%t,

und 9%4,. Man erhilt fiir die Ableitung von x aus (1.69 rechte Spalte)

ox _ %[ax ”j (1.93)
or' ot

Es ergibt sich anhand der Lorentz-Transformation fiir die Ableitung von t' (1.68 linke

Spalte)

81" V'U//
= 1——4v (1.94)
ot }/V( 2 j

C

Wir setzen (1.93) und (1.94) in (1.92) ein und erhalten nach langerer Rechnung das

Ergebnis
Y
Uy, =Uy V- u///v (195)
14+
c

Alice kann nun, wie oben in der anschaulichen Herleitung die Formel modifizieren
indem sie das Vorzeichen von v umkehrt und die , gestrichenen” durch , ungestriche-
ne” Grofien ersetzt.
Wir wollen jedoch auch hier eine mathematisch strengere Ableitung angeben.

, , oOx'" oOx' ot
ST T e " o o
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Nun miissen also auch die symmetrischen Umkehrungen der partiellen Ableitungen
aus (1.93) und (1.94) gebildet werden. Man erhalt fiir diese ebenfalls aus den Formeln
der Lorentz-Transformation (1.68) und (1.69)

8ax _ m(? _Vj (1.96)

t t

stf’ _ 7{1 N %j (1.97)
C

Und damit

’

_ox oo uy -y

Yo aar | vy, (1.98)
2
C

4 —_
u,,=u

Geschwindigkeitskomponente von u senkrecht zur Relativbewegung der Inertialsys-

teme mit v:

Bobin S': u' = Zy
t,l

Bob in S' wendet die LT an und beachtet dabei dy = d)’

g 2 _yo' oyl W,
Y oot o o L (1.99)
6t' 14 c2

Alice erhilt aus den gleichen Uberlegungen wie zur parallelen Komponente, siehe

Seite 74, folgende Formel fiir die relativistische Addition der Geschwindigkeit

u,, =
i yv(l—”“ 'vj (1.100)

78



1.15 Die relativistische Addition von Geschwindigkeiten

Wir fassen die bisherigen Gesetzmafiigkeiten zur relativistischen Geschwindigkeits-
addition in folgender Tabelle zusammen. Anstelle eine Aufteilung in Koordinaten
vorzunehmen, unterscheiden wir wie oben angegeben einfach in Grofsen parallel
und senkrecht zur Relativbewegung der beiden Inertialsysteme S und S' mit Relativ-

geschwindigkeitsvektor v in beliebiger Richtung:

Fir S Fur S
— _ Zj//v _‘_}’ — _ Zji,//v'i"_; (1.101)
Uy,y=—"=—=— Uyy =—"= =
l_v-u//v 1+V'U//v
2 2
C C
L iy, L i (1.102)
u,,= ‘_/, L_i u, = ‘—/: L-ir
Yy Wy
yv(l - 2 j 7y (1 + 2 j
C C

Die relativistische Addition von Geschwindigkeiten in vollstindig vektorieller

Form

Aus Griinden der Vollstandigkeit, sollen hier noch die allgemeinen vektoriellen For-
meln der relativistischen Geschwindigkeitsaddition angegeben werden. Ausgangs-
punkt fiir die mathematische Herleitung bilden wieder die LT, jedoch in der vektori-
ellen Form (1.86) und (1.87).

Fiir Bob in S' gilt mit seinen gemessenen Grofsen:

_, or'
ot'
Bob in S' wendet die LT an: u= or = ar or (1.103)
ot ot ot

Zur Auswertung von (1.103) benotigen wir also die partiellen Ableitungen (u.a.

(1.94)). Nach langerer Rechnung ergibt sich damit

_ ved' - .
ul+(7/v +1)—2'V =7V
U= v (1.104)

L
71/‘ + Cz
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Und fiir Alice (S') aus analogen Uberlegungen:

”"‘(VV_I)Q'G_?/V‘?
' = V_. _
v.
1- 2%

Man kann zeigen: Wenn u=c, dannu' 2=c?

(1.105)

Mit den letzten beiden Formeln ergédnzen wir unsere Tabelle mit den Berechnungs-

formeln fiir die relativistische Geschwindigkeitsaddition:

Fur S Fur S
_, u,, —v ~ u', +v (1.106)
u,,= — Uy, = L —
v-u,, v-u,,
1- 5 1+ 5
c c
- U - 1’ 1.107
u'J_v: uJ;v - uJ_v — u_J'_v_' ( )
v-u,, v-u,,
m(l e j 7V(1+ e j
- V-u _ v-u' . 1.108
u+(7v_1)vv—2u'v_7/vv u’+(7v+1)vv—2u v=r,v ( :
u' U=
1 vV-u 1 v-ou'
7y _0_2 Yy + C2
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1.16 Die Wigner-Rotation und die Thomas-Prazession

Diese beiden relativistischen Effekte sind zundchst im Rahmen der Atomphysik auf-
getaucht. Bei genauerer Untersuchung haben Wigner und Thomas entdeckt, dass bei-
de Effekte sich bereits aus der Kinematik der SRT, genauer gesagt, der relativisti-

schen Geschwindigkeitsaddition berechnen lassen.

Die Wigner-Rotation

Die vektorielle relativistische Geschwindigkeitsaddition kann folgende Falle betref-
fen, dass 2 Geschwindigkeiten aus 2 verschiedenen Inertialsystemen gemessen und
kombiniert werden. Wir unterscheiden nun 2 Félle. Gemeinsames Ziel dieser Gedan-
kenexperimente ist es jedoch, die Bewegung des blauen Balles von S aus mit einem

resultierenden Geschwindigkeitsvektor u zu beschreiben.

Fall 1: v; wird von S gemessen, v, von S' Fall 2: v,wird von S gemessen, v, von S'
s L S
u'=v, V=V I V=V) U=v
® o — ® o e
|

Anwendung der Relativistischen Geschwindigkeitsaddition

Fall 1 Fall 2
Uriy =N Upy =V
v v
) -V
Uy =— Up =—
)/vl 7/v2
~ — — oV ~ — — - Vi
Uy = Uy tUy =V +—— Uy =Uppy TUp =Vy+——
yvl 7/1/2

Ergebnis:
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Uy # Uy

2.2
i =[] =77 + 57 — =5
Upy| = [U12] =14|Y1 TV2 >
c

Dass die resultierenden Vektoren zur Beschreibung der Bewegung des blauen Balles
nur im Betrag, aber nicht in der Richtung tibereinstimmen, ist duferst verbliiffend. Es
ist also davon abhéngig, aus welchem Inertialsystem heraus die Geschwindigkeit des
Balles gemessen wird.

Abhangig von der Messung der Geschwindigkeit des Balles und der Relativge-
schwindigkeit aus anderen Bezugssystemen ergeben sich in der Addition der Vekto-

ren verschiedene Ergebnisse.

Es kann sogar ein Winkel Q) zwischen den beiden resultierenden Geschwindigkeits-

vektoren Uy, U, angegeben werden. Dieser Winkel wird Wigner-Drehwinkel ge-

nannt.
- _ Wll——7—

singy = [z Xa1| _ Vv ¥va) _ Viva¥uZio (1.109)
= = 2.2
|u12|-|u21| - ~2 ViV, L+ 7,7

Diese Formel gilt nur wenn die Geschwindigkeiten v; und v, senkrecht zueinander

stehen.
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Die Thomas-Priazession

Die Thomas Prézession ist eine Konsequenz der Wigner-Rotation, wenn ein Inertial-
system eine Zentripetalkraft erfahrt. Nehmen wir an, Alice und Bob fliegen jeder mit
einem Raumschiff los, um den Mond zu erforschen und zu einer gegebenen Zeit t,
haben beide die Geschwindigkeit v; von S aus gesehen. Fiir Alice ist Bob dann in
Ruhe (Abbildung 1.29).

Abbildung 1.29: Gedankenexperiment zur | Abbildung 1.30: Gedankenexperiment zur
Thomas-Prazession 1 Thomas-Prazession 2

Bobs Antrieb féllt plotzlich aus und er fallt aufgrund der Zentralkraft in eine sphari-
sche Umlaufbahn um die Erde, wiahrend Alice weiterhin gleichformig zum Mond
fliegt (siehe Bild 1.30). Alice misst nun eine senkrechte Geschwindigkeit dv, von Bob.
Zur Zeit t+dt ist Bobs Geschwindigkeit relativ zu S die relativistische vektorielle Ad-
dition von dv, und v; und sein Inertialsystem hat sich um den infinitesimalen Wig-
ner-Winkel dQ in Bezug auf S gedreht. Die damit zusammenhéangende zeitliche An-

derungsgschwindigkeit 0€)/0t ist die Thomas- Prazessionsrate.
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Die Thomas-Prazessionsrate gibt also an, wie schnell sich Bobs Bezugssystem relativ
zu S dreht. In unserem Beispiel sieht Alice, wie S mit -v; wegfliegt und Bob mit dv,
und zwar aufgrund der Zentralkraft senkrecht dazu. Das bedeutet dass die abgeleite-

te Formel fiir den Wigner-Drehwinkel hier giiltig ist:

dQ:vl( A ]a’v2
1+ Vv

Daraus folgt fiir die Thomas-Prazessionsrate:

2
a_Q =a,v /vl — v_rvl V1
ot 1+y, R 1+y,

a, ist die radiale Bahnbeschleunigung (Zentral), R ist der Bahnradius und v, die Bahn-

geschwindigkeit.

Die sogenannte Thomas Prézession ist dann der gesamte Wigner Drehwinkel, wenn

Bob einen komplette geschlossene Kurve im Potential der Zentralkraft fliegen wiirde:

Q, = i;aa—?dt (1.110)
C
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1.17 Invarianz der elektromagnetischen Wellengleichung
unter der Lorentz-Transformation

Die bisherigen Konsequenzen der Speziellen Relativitdtstheorie erkldren vor allem
die Experimente zur konstanten Lichtgeschwindigkeit, ohne der Annahme eines
Athers als Ausbreitungsmedium fiir das Licht. Wir wollen nun untersuchen, ob die
Lorentz-Transformation auch in theoretischer Hinsicht geeignet ist, diese Invarianz
des Lichtes, als elektromagnetische Welle an Hand der elektromagnetischen Wellen-
gleichung, zu beschreiben. Dieser Abschnitt ist wieder von erhohter mathematischer
Abstraktheit. Fiir das Verstandnis der folgenden Kapitel ist er nicht wichtig und kann

vom Leser getrost tibersprungen werden.

Die Wellengleichung fiir die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen im Raum, hat

in kartesischen Koordinaten die Form:

1 0*E(t,x) _9’E(t,x) .\ O*E(t,x) s O*E(t,x)
. -

:AE t,x
c ot* o oy* oz* (6%)

In Operatorschreibweise mit dem A-Operator (Laplace-Operator) in kartesischen Ko-

ordinaten, lautet die Gleichung:

(iﬁAjE(z,x):()

c? or?

In der Klammer steht nun der sogenannte Beltrami-Operator. Wir miissen nur diesen
Operator der Lorentz-Transformation unterwerfen um herauszufinden ob die Wel-

lengleichung invariant ist in allen Inertialsystemen.

Wir bentitzen nur die 1 dimensionale Form des Beltrami-Operators:

Li_i:(li_ij(lﬁ_ij (1.111)
c? ot ox? coOt Ox
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Wir benétigen nun zunichst die allgemeinen partiellen Ableitungen einer Transfor-
mationsformel mit 2 variablen Grofien. Der Leser sei hierzu auf Kapitel 1.7, Formel
(1.44) verwiesen. Darauf wenden wir dann die Lorentz-Transformation an, indem

wir differentiell vorgehen:

1. LT auf die Zeitkoordinate:

1o 1aro 1av o (10 vo
cot coror cotor !

cot' cox'

2. LT auf die x-Koordinate:

NZor o

i_%iJr@x’@__ v 0 0
Oox oOx ot oOx ox'

Wir setzen diese beiden Ausdriicke in (1.111) ein

10> & 1 0° 0° (1.112)

2ot ax? cror? o'’

Das bedeutet, dass die elektromagnetische Wellengleichung forminvariant unter ei-
ner Lorentz-Transformation ist, da der Beltrami-Operator forminvariant ist. In ande-
ren Worten: Es ist dieselbe Wellengleichung, mit derselben Losung, in beliebigen In-
ertialsystemen. Dies ist die theoretische Bestatigung dafiir dass die Lichtgeschwin-
digkeit c in allen Inertialsystemen gleich ist. Auf Basis der Experimente, wie dem
Michelson-Morley Versuch, kann dieses soeben vorgestellte Vorgehen als weitere Ab-

leitung der Lorentz-Transformation angesehen werden.

Die y- und z- Koordinate bleiben bei der 1-dimensionalen Lorentz-Transformation

unverandert.
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1.18 Fresnelsche Mitfiihrung / Doppler-Effekt / Aberration
von Sternenlicht

Die rein kinematischen Gesetzmafiigkeiten der SRT, wie die Zeitdilatation, die Lan-
genkontraktion und die relativistische Geschwindigkeitsaddition beschreiben einige
entscheidende physikalische Phanomene, wie den Fresnelschen Mitfiihrungskoeffizi-
ent, oder die Aberration des Sternenlichtes korrekt, ohne dass ein Riickgriff auf die

Athervorstellung nétig ist.

Die Fresnelsche Mitfiihrungsformel

In Kapitel 1.8 haben wir gesehen, dass die Fresnelsche Mitfiithrungsformel (1.50) pha-
nomenologisch aus der Auswertung zahlreicher Experimente zur Ausbreitung von
Licht in bewegter Materie, gebildet werden kann. Man betrachte dazu Abbildung
1.17.

Wenn sich also Licht in Wasser in x-Richtung ausbreitet und das Wasser selbst mit vw
in x-Richtung fliefft, dann ergab die historische Rechnung der vorrelativistischen Be-

trachtung fiir den Experimentator in S (Kombination (1.49) und (1.50)):

¢ =£+F'Vw=£+(1—ijvw (1.113)

mit
n n 7’12

Die SRT zeigt, dass der Fresnelsche Mitfiihrungskoeffizient F sich allein aus dem re-
lativistischen Additionstheorem herleiten lasst. Zusatzliche Annahmen iiber die Na-
tur der Lichtausbreitung im bewegten Medium sind dafiir nicht erforderlich. Wenn
die Richtung der beiden Geschwindigkeiten {ibereinstimmt, lautet das Additionsthe-
orem (Formel (1.106) rechte Spalte) in S, da die Relativgeschwindigkeit zwischen S
und S' (Wasser) v=v,, ist:

'
c. . = Cmit+vw

mit c (1114)

1+ mit " w

CZ
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C'mitist dabei die Geschwindigkeit von Licht im Medium Wasser in S'

' ¢ (1.115)

Comit =
n

Setzen wir (1.115) in (1.114) ein, dann erhalten wir fiir die Geschwindigkeit des mit-

gefiihrten Lichtes in Wasser fiir einen Beobachter im Labor S:

£+vw 14

c =0 _c. c (1.116)
mit Vw n Vw
l1+— 1+—
nc nc

Fiir kleine Geschwindigkeiten des Wassers v,, <<c/n, liefert die Taylorndherung nach

vw in 1. Ordnung:

c . z£+vw(1_Lj:£+F.vw (1.117)

mit
n n 2 n

Dies ist eine sehr beeindruckende Bestatigung der SRT, da sich direkt der Fresnelsche
Mitfiihrungskoeffizient (1.113) ergibt.
Man kann die Fresnelsche Mitfithrungsformel sowie den Doppler-Effekt, auch ge-

maf folgender Uberlegung herleiten, die von Max Born [2] gegeben wird:

Annahme: Die Anzahl der Wellenfronten, die vom Moment t=t'=0, den Punkt x'=x=0
verlassen und zur Zeit t;, bzw. t';, damit auch x; bzw. x'; erreichen, ist in beiden Inerti-
alsystemen S und S' gleich. Dies nennt man Invarianz der Wellenanzahl. Es muss

also folgende Identitat gelten:

X, —X x' =x'
f’(ﬁ —ty - 1 0 J _ f,{tfl_tfo_ 1, OJ (1.118)
cmit c mit

f: Frequenz des Lichtes in S

f': Frequenz des Lichtes in S'

Diese Annahme ist gleichbedeutend damit, dass die Anzahl von Uhrschldgen in ei-

nem Inertialsystem S nicht anders sein kann, wenn sie von einem anderen Inertial-
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system S' aus gemessen wird.
Hierauf wird nun einfach die Lorentz-Transformation angewendet, indem man die

rechte Seite der Gleichung ersetzt

Xy — X x| —=x' Vz, V., X — Xy —V —1 9

](‘ t—t, — 1 0 _f‘/_ t/l_tlo_ 1’ 0 _fl _w tl_to__w(xl_xo)_ 1 0 , ( O) (1 ]_]_ )
Coi C i c2 c2 C i
mit mit mit

Zu einem festen Zeitpunkt t;-t=0:

foa ] vy, 1 ,
S 1__2(_2+’ j (1.120)

cmit c c ¢ mit

Andererseits an einem festen Raumpunkt x;-x,=0:

2
fo g 1__( N VWJ (1.121)
C

¢ mit

Dividiert man (1.121) durch (1.120) dann erhalt man

1+ C
mit
Cmit =

v 1
W + -
c? i

Zahler und Nenner dieses Bruches mit c'mit erweitern liefert das gleiche Ergebnis wie

(1.114)

!

p _ Comit T Vw

mit — 7
C mitV

1_|_ mlgw

Der longitudinale Doppler-Effekt fiir Licht

Der Doppler-Effekt wurde bekannt durch Christian Doppler, der im Jahre 1842 As-
tronomen davon zu iiberzeugen versuchte, dass dieser Effekt die Ursache dafiir sei,
dass bei Doppelsternen zwischen den beiden Partnersternen Farbunterschiede er-

kennbar sind. Nach seiner Meinung kreisen diese Sterne so schnell umeinander, dass
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die Farbe des gerade vom Beobachter hinweg bewegten Sterns mit einer Rotverschie-
bung wahrgenommen wird, wahrend die Farbe des zulaufenden Sterns in den blau-
en Bereich des Spektrums verschoben ist. Dieser Effekt konnte nach dem Tode Dopp-
lers tatsachlich durch die Vermessung von Spektrallinien nachgewiesen werden. Er
ist aber zu gering, um wahrnehmbare Farbunterschiede zu erkldren. Die tatsachliche
Ursache fiir mit dem Auge erkennbare Farbunterschiede zwischen Sternen sind de-
ren Temperaturunterschiede.

Zur Erklarung des Effektes stellte Doppler ein Gedankenexperiment mit der Laufzeit
von Wasserwellen an, die im Minutentakt von einem fahrenden Boot aus erzeugt
werden. Daraus leitete er auch eine mathematische Beschreibung ab. Ein Verdienst
von Doppler ist die Erkenntnis, dass die Endlichkeit der Lichtgeschwindigkeit auch
eine Anderung der Wellenlédnge des von bewegten Quellen eintreffenden Lichts be-
wirken muss. Im franzosischen Sprachraum wird dies oft Armand Fizeau (1848) zu-
gesprochen.

Wir nehmen an, dass sich ein Empfanger in S und eine Lichtquelle (S') in x-Richtung
mit Geschwindigkeit v voneinander wegbewegen (v ist negativ wenn sich beide auf-
einander zubewegen). Wir betrachten den Vorgang zunachst von S' aus, in dem die
Lichtquelle ruht. Wir sehen also, dass eine Wellenfront den Empfanger erreicht.

Die Wellenfront des Lichtes bewegt sich immer und in allen Inertialsystemen mit Ge-
schwindigkeit c. In einer gegebenen Zeit t' (in S') bewegt sich jedoch der Empfanger

mit v weg, sodass

A'+vt'=ct’'

Hieraus folgt

e A __c 1
c—V (c—v)f’ Ay
(-t

Aufgrund der relativistischen Zeitdilatation, misst der Empfanger in S jedoch fiir das
Zeitintervall des Eintreffens der Impulse stets ein Eigenzeitintervall (Messung mit 1

Uhr am gleichen Ort in S). Deshalb gilt

90



1.18 Fresnelsche Mitfithrung / Doppler-Effekt / Aberration von Sternenlicht

Bezeichnen wir nun einfach allgemein die Empfangergrofien mit Index ,E” und die

Quellengrofien, d.i. die Sendergrofien mit ,S” dann gilt

_ s |1=8 1.122
fEfS,/Hﬂ (1.122)

Die Grofe fs/fg wird als Doppler-Faktor der Quelle(Sender) relativ zum Empfanger

bezeichnet.

JIs _2p _ /ﬂ (1.123)
fe  As 1-p

Im Gegensatz zum Doppler-Effekt bei Schallwellen ist nur die Relativgeschwindig-
keit (+-v) zwischen Quelle/Sender und Empfanger wichtig.
Bei kleiner Relativgeschwindigkeit zwischen Sender und Empfanger v<<c gilt nidhe-

rungsweise:
fe=1. (Hﬁj (1.124)
c

Fiir die Frequenzanderung gilt dann

\%

AJFE :fs;
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Der transversale Doppler-Effekt fiir Licht

Nach der klassischen Theorie sollte kein Doppler-Effekt auftreten, wenn die Rich-
tung der Relativgeschwindigkeit v zwischen Quelle/Sender (in S') und Empfanger (in
S) senkrecht zur Lichtausbreitung steht. Die Vorhersage des transversalen Doppleref-
fektes durch Einstein 1907, zdhlt zu den bemerkenswertesten experimentell bestatig-

ten Vorhersagen der SRT. Abbildung 1.31 zeigt den Vorgang schematisch.

N

Abbildung 1.31: Gedankenexperiment zum transversalen Doppler-Effekt

Wir nutzen zur Argumentation nochmals die Invarianz der Anzahl der Wellenziige
(1.118), tiber Fresnelsche Mitfiihrung von Max Born [2].

In S' ist die Entfernung des Anfanges des Lichtwellenzuges zur Zeit t'y bis zum Ende
zur Zeit t'; in S' gleich y'1-y' . In S verwenden wir zundchst einen ganz allgemeingiil-

tigen Ansatz

alx, = x0 )+ by, = y,)

und setzen diesen in (1.118) ein

f '(l‘l . a(x1 _)C())+ b(yl — Vo )J — fr{trl _tro_ y'l ’_y'oJ

cmit mit

Wir stellen uns vor dass sich S' so in x-Richtung hin- und herbewegt, dass x:=xo ist.

Bei einer Reflektion des Lichts am oberen Spiegel und Empfang unten gilt ohnehin
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y1=yo. Setzen wir dies ein, dann gilt, wenn die Relativgeschwindigkeit v zwischen

Sender und Empfanger genau senkrecht zur Ausbreitung des Lichtes ist

f= =fr

(1.125)

Mit den Indizes ,S” fiir Sender und ,, E” fiir Empfanger gilt dann

fe = == sy

Fiir den Empfanger ergibt sich also eine Blauverschiebung in diesem Fall, des geome-
trisch nahesten Aufeinandertreffens. Die moderne Literatur beschreibt jedoch auch
Fille, in denen es fiir den Empfianger zur Rotverschiebung des empfangenen Lichts

kommt.

Die relativistische Erklirung fiir die Aberration von Sternenlicht

Vom Standpunkt der Erde aus, sollte das Licht von Sternen unter einem anderen
Winkel eintreffen, als der Stern tatsachlich liegen sollte, da die Erde standig gegen-
iiber den Sternen in Bewegung ist.

Der sogenannte Effekt der Aberration ist dafiir verantwortlich, dass die Lichtstrahlen
von Objekten aus einem anderen Winkel wahrgenommen werden, wenn man sich

senkrecht zur Lichtausbreitung bewegt. In Abbildung 1.32 stellt ® den Aberrations-

winkel dar:
W
g Winkel wenn Erde unbewegt ware v=0
D Aberrationswinkel
—
Erde
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Abbildung 1.32: Schematische Darstellung der Aberration von Sternenlicht

Die Richtung des einfallenden Sternenlichtes unter dem Winkel @ von der Erde (In-
ertialsystem S') aus gesehen ist ein anderer Winkel, als der vom Inertialsystem S der
Sonne aus gesehen 9. Der Grund dafiir ist die Bewegungsgeschwindigkeit der Erde
relativ zum betrachteten Stern.

Die Aberration kann nun als Differenz der beiden Winkel betrachtet werden. Als ana-
loges Beispiel betrachten wir den Fall von Regen. Wenn wir still stehen und es reg-
net, dann scheint der Regen exakt von oben zu kommen. Wenn wir uns bewegen (S')
wird der Regen jedoch unter einem Winkel in unser Gesicht fallen.

Zur Beschreibung der Aberration von Sternenlicht betrachten wir nun die Quelle des
Lichtes, ndamlich den Stern als Inertialsystem S, wahrend wir auf der Erde uns im In-
ertialsystem S' (gegeniiber S mit v) befinden.

Die vollstandige Erklarung dieses Phanomens gelingt bei hohen Relativgeschwindig-
keiten nur mit der SRT. Wir wollen uns die historischen Erklarungsversuche fiir die

Aberration von Sternenlicht genauer ansehen.

Klassische Erkldarung von J. Bradley 1727

Bradley gab 1727 eine erste Erklarung fiir dieses Phanomen ohne Relativititstheorie,
die nur naherungsweise korrekt ist. Er ging von der Korpuskulartheorie des Lichtes
aus, nach dem Licht aus Teilchen besteht, die nicht von der Gravitation beeinflusst
werden.

Nehmen wir an, der Stern wird auf der Erde mit einem Teleskop beobachtet. Zu-
nachst berticksichtigen wir die Bewegung der Erde nicht, dann dringt das Licht oben
in das Teleskop unter dem Winkel 9 ein und bewegt sich mit Geschwindigkeit c. Es
benotigt die Zeit h/c um die Linse unten am Teleskop zu erreichen.

Nehmen wir nun an, dass sich wahrend der Beobachtung, die Erde mit Geschwin-

digkeit v bewegt (s. Abbildung 1.33). Wir betrachten den Vorgang von der Erde aus:
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Abbildung 1.33: Schematische Darstellung der Aberration von Sternenlicht 2

Wiahrend des Durchganges des Lichtes bewegt sich das Teleskop selbst um den Be-
trag vh/c in x-Richtung. Aus diesem Grund muss das Teleskop um den Winkel @ an-
statt O ausgerichtet werden. Dies resultiert in einer scheinbaren Position des Sterns
unter dem Winkel ®@. Da die Erde auf ihrem Orbit standig die Richtung dndert, muss
sich auch @ dndern. Der augenscheinliche Winkel ® und der tatsachliche Winkel &
sind folgendermafien trigonometrisch verkniipft (siehe Abb. 1.33):

_ hsind  sind
tan® = — = (1.126)

V y
—+hcos$ —+cos9
c c

Wenn 9 = 90°, dann tan(S-®) = v/c. Dieses Ergebnis erlaubte es Bradley eine der ers-

ten Messungen der Lichtgeschwindigkeit durchzufiihren.

Alternative Erklarung der klassischen Physik
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Im System der Sonne (S), welche wir nun als ruhend annehmen wollen, werde ein
Lichtstrahl mit Lichtgeschwindigkeit ¢ ausgesendet. Er habe x- und y- Komponenten
u, und uy, sodass tan® = u,/ u,. Wenn die Erde (§') sich mit Geschwindigkeit v in x-
Richtung relativ zum Stern bewegt, dann muss aufgrund der klassischen Gali-
lei-Transformation sich die Geschwindigkeitskomponente in x-Richtung der Erde S'
andern: u'\=u,-v. Die y-Komponente andert sich dagegen nicht: u,= u',. Damit ergibt

sich wieder eine Formel die nur ndherungsweise korrekt ist

u' u i
tan® =~ =2 - 4 (1.127)
u, u,—v cos&—%

Dies ist dquivalent zu (1.126).

Relativistische Erkldarung

Die relativistische Erklarung liefert die korrekte Aberrationsformel. Die Herleitung
ist grundsatzlich dieselbe wie gerade eben, nur dass die relativistische Geschwindig-

keitsaddition (1.106) — (1.107) benutzt werden muss.

' U, —v
u,=
1_vux
2
C
ur — uy

Man setzt diese beiden Formeln einfach in die entsprechenden Ausdriicke von

(1.127) ein und erhalt die vollstandige Aberrationsformel:

u' u i
ano=tr oMy sind (1.128)

w7, —v) 7v(cos19—%)
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1.19 Der Minkowski-Raum

Stellen wir uns eine punktformige Lichtquelle im Ursprung eines Inertialsystems S
vor, die zum Zeitpunkt t=t'=0 einen Lichtblitz aussendet. Dieser breitet sich homogen
im Raum mit der Geschwindigkeit c aus. Die Wellenfront stellt die Oberflache einer
Kugel dar. In der zweidimensionalen x-y Ebene ist dies ein Kreis, wie in der Abbil-
dung zu erkennen. Gleichzeitig startet S' mit v in x-Richtung. Jeder Raumpunkt x,y,z
wird genau dann von der Wellenfront erreicht, wenn diese die Strecke ct zuriickge-

legt hat.

a2y
e

Abbildung 1.34: Wegelement einer Lichtfront

Fiir alle Punkte auf der Wellenfront gilt die Gleichung:

2,2 (1.129)

x2+y2+22=cz‘

Wenn wir uns zunéachst nur fiir die Punkte der Wellenfront auf der x-Achse interes-
sieren, so gilt: x>=c2t?, also x=ct.

Nehmen wir nun an, dass der Beobachter (S'), der sich mit v relativ zu obigem Inerti-
alsystem in x-Richtung bewegt, den Lichtstrahl sozusagen verfolgt. Zum Zeitpunkt
t=t'=0, wahrend der Aussendung des Lichtblitzes, seien die Urspriinge der beiden In-

ertialsysteme direkt {ibereinander.

97



Spezielle Relativitatstheorie 1

Wie wiirde der bewegte Beobachter seine Koordinate die Wellenfront und damit die
x" Koordinate beschreiben? Mit der Galilei-Transformation wiirde er x'=ct-vt=(c-v)t

erhalten. Doch dies ist nachweislich nicht korrekt.

vt
T
&

Abbildung 1.35: Wegelement einer Lichtfront

In S' muss ebenfalls eine derartige Kugelwellengleichung (1.129) gelten, da c in allen

Inertialsystemen gleich ist:

x’2+y'2+z'2 _ o242 (1.130)

Wendet man die Lorentz-Transformation auf eine der beiden Gleichungen an, so er-
halt man genau die jeweils andere als Ergebnis. Wir setzen also fiir At und Ax, die

Formeln der Lorentz-Transformation ((1.72) und (1.73) rechte Spalte) in (1.129) ein

2
A - AP = Ay? = Az =Py (At'+(v/02 )Ax’) — 12 (A VAL ) — AY? —AZ'? =

=y (I=(vfe))ne” =y (1= (Ve ))Ax" -Ay™ -Az" =
= ?AP AP —AY'? —AZ"?

Also gilt unter LT fiir Lichtblitze in zwei Inertialsystemen, die sich zum Zeitpunkt

t=t'=0 tibereinander befinden

CzAtz —AXZ _AyZ _AZZ _ CZAZJZ_AX/Z_A);IZ_AZ!Z =0 (1131)
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Fiir Vorgange und Bewegungen, fiir die sich die Koordinatenabstande langsamer als

fiir Licht andern, muss gelten:

2 202 022 24 (1.132)

At —xt -y =zt =My

Man definiert deshalb als Verallgemeinerung des pythagoreischen rdumlichen Ab-
standes (1.21), den quadrierten ,Raum-Zeitlichen Abstand” der unabhéangig von der

gleichformigen Bewegung eines Objektes ist:
As? = As'? = c2Ar2 — A2 —Ayz CAZ2 = 2A? CAx2 —Ay'2 _AZ?>0 (1.133)
Bei infinitesimal kleinen Abstanden kann man auch schreiben:

ds® =ds'* == c*dt* —dx® —dy* —dz* = c*dt’* —dx'> —dy'* —dz'* > 0

Man nennt es auch das quadrierte Raum-Zeit-Intervall, auch quadrierter Raum-Zeit
Abstand oder Weltabstandsquadrat zwischen Raum-Zeit Punkten. Raum-Zeit Punk-
te werden auch als Punktereignisse bezeichnet. Jedem Punktereignis E kann man die

Koordinaten zuordnen:
InS: E(t,x,y,z) oder E(ct[Ls],x[Ls],y[Ls],z[Ls])
InS": E(t,x',y",z") oder E(ct'[Ls],x'[Ls],y'[Ls],z'[Ls])

In unserem Beispiel (Abb. 1.35) hatten wir es stets mit dem Ereignis E, aber zu einem
spateren Zeitpunkt zu tun, als die Wellenfront bereits den Punkt x=ct erreicht hat:
E: ,Am raumlichen Ursprung zur Zeit t=t'=0 wird ein Lichtblitz mit spharischer Wel-

lenfront ausgesendet, S' nimmt die Verfolgung mit v in x-Richtung ab t=t'=0 aut”
InS: E(t=0s,x=0m,y=0m,z=0m) oder  E(ct=0Ls,x=0Ls,y=0Ls,z=0Ls)
InS": E(t'=0s,x'=0m,y'=0m,z'=0m ) oder  E(ct'=0Ls,x'=0Ls,y'=0Ls,z'=0Ls )

Relativistische Phanomene, wie den Verlust von Gleichzeitigkeit zwischen Bezugs-
systemen, stellt man anschaulich in sogenannten Minkowski-Diagrammen dar. Es
handelt sich um Raum-Zeit Diagramme in denen jeder Punkt ein , Ereignis” darstellt.

Jedes Ereignis ist im Inertialsystem S anhand der Koordinaten (t,x,y,z) gegeben. Das
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gleiche Ereignis wird von einem relativ dazu bewegten Inertialsystem S' mit den Ko-

ordinaten (t',x',y',z") beschrieben.

Die Kurven im Raum-Zeit Diagramm heifsen Weltlinien. Stellen wir uns ein Labor
vor, der Koordinatenursprung befinde sich auf dem Experimentiertisch. An der Stelle
x=1 soll eine Stoppuhr liegen. Obwohl sich die Stoppuhr nicht bewegt, wird Thre Po-
sition im Raum-Zeit Diagramm als Linie dargestellt (sieche Abbildung 1.36). Die
Stoppuhr bewegt sich also gewissermafien nur durch die Zeit. Ihre Weltlinie hat die

Koordinaten (x=1,y=0,z=0,t)

A J

x=1

Abbildung 1.36: Weltlinie eines ruhenden Gegenstandes bei x=1

Der Weltlinie des Korpers am Ort x=1 entspricht dieser Ort zu allen Zeiten t. In die-
sem Sinne bedeutet die Weltlinie des Ursprunges x=0, den Ort des Ursprunges zu al-
len Zeiten t. Das ist die t-Ache. Die Stoppuhr bewegt sich also rein zeitlich fort. In
diesem Sinn ist eine rein raumliche Bewegung der Stoppuhr unmoglich. Rein raumli-
che Bewegungen wiirden im dargestellten Diagramm durch parallele Linien zur x-
Achse gegeben sein. Dies wiirde bedeuten, dass sich die Stoppuhr zu einem be-
stimmten gegebenem Zeitpunkt t, an allen Orten gleichzeitig aufhalten konnte. Jeder
Ortswechsel erfordert jedoch eine Bewegung der Stoppuhr mit endlicher Geschwin-
digkeit, da das ,beamen” materieller Gegenstande zum Zeitpunkt als dieses Buch ge-
schrieben wurde, noch nicht moglich war.

Je schneller die Bewegung vonstatten geht, desto grofier muss die Geschwindigkeit

sein und desto flacher ware die Weltlinie. Wir kennen bereits die maximale Ge-
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1.19 Der Minkowski-Raum
schwindigkeit zwischen Ereignissen. Es ist die Lichtgeschwindigkeit c. Im folgenden

Diagramm (Abb. 1.37) ist die Bewegung eines Korpers mit Geschwindigkeit v=kon-
stant in x-Richtung dargestellt.

x=vt

>V

Abbildung 1.37: Weltlinie eines mit Geschwindigkeit v in x-Richtung bewegten

Gegenstandes

Die Weltlinie des mit v bewegten Gegenstandes schliefst mit der t-Achse den Winkel
a ein. Es muss sich nicht um einen materiellen Korper handeln. Es kénnte sich hier-
bei auch um den raumlichen Ursprungspunkt eines zweiten Inertialsystemes S' han-
deln, der sich mit v, in x-Richtung bewegt. Der Winkel a kann nicht beliebig grofS
sein, da die Grenzgeschwindigkeit die Lichtgeschwindigkeit ist.

Wir nehmen nun an, dass im Ursprung des Inertialsystemes S sich eine Blitzlampe
befindet und diese wird zum Zeitpunkt t=0 eingeschaltet. Interessieren wir uns nur
fur die Punkte der Wellenfront auf der x-Achse, so kennen wir bereits die Weltlinie
des Lichtblitzes. Sie ist gegeben durch die Gleichung x=ct. Im Raum-Zeit-Diagramm

sieht dies folgendermafien aus
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t1s [ T ——

v
>

x=300000000 m

Abbildung 1.38: Weltlinie eines Lichtstrahles, der bei t=0 in x- Richtung ausgesendet wird

Da die Lichtgeschwindigkeit c in allen Inertialsystemen gleich grofs ist und da c die
maximale Grenzgeschwindigkeit fiir die Bewegung ist, werden Minkowski-Diagram-

me folgendermafsen normiert:

ctﬂ[Ls] x=ct

ct=1Ls -

» X [Ls]
x=1 Ls

Abbildung 1.39: Weltlinie eines Lichtstrahles, der bei t=0 in x- Richtung ausgesendet wird im

normierten Minkowski-Diagramm
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Fiir den Winkel a, den die Weltlinie des Lichtstrahles mit der ct-Achse einschlief3t gilt

ana =B _C_p o s
ma= T A o @ = (1.134)
C_
C

Alle Punktereignisse E haben in diesem Minkowski-Diagramm die Koordinaten
E(ct[Ls],x[Ls] y[Ls],z[Ls])

Ein Lichtblitz mit spharischer Wellenfront stellt fiir z=0 in der 3 dimensionalen
Raumzeit-Struktur (ct,x,y) beziiglich der ct-Achse einen rotationssymmetrischen
Doppelkegel dar, weil c2dt?>-dx2-dy?-dz?=0. Dieser Doppelkegel wird auch als , Licht-
kegel” bezeichnet. Der Lichtkegel ist von fundamentaler Bedeutung fiir die Kausali-
tatsbeziehungen zwischen Ereignissen O und E (in diesem Diagramm, Abb. 1.40) der
Speziellen Relativitdtstheorie und der Elektrodynamik. Es gibt keine Weltlinien fiir
einen bewegten Korper, der flacher verlauft als der 45° Winkel des Lichtkegels.

ct [Ls]
T 2 ylLs]

/ x=ct

> X [Ls]

Abbildung 1.40: Schematische Darstellung des Lichtkegels

Der Ursprung ist das Punktereignis O mit der Bedeutung: ,, Aussenden eines Lichblit-

zes zur Zeit t=0 vom Ursprung, in den Raum”
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Lichtartige Ereignispaare

Beziiglich O, gilt fiir alle Ereignisse, die vom Lichtstrahl in S und S' ausgelost werden

konnen
ds? =ds'? :=c*dt* —dx* —dy* —dz* =c*dt’* —dx'* —dy'* —dz'* > 0

Im Diagramm sind dies alle Ereignisse mit Koordinaten oberhalb ct=0, die auf x=+-ct
liegen. Unterhalb von ct=0, liegen auf den Weltlinien des Lichtstrahles x=+-ct all jene
Ereignisse, die mit Lichtgeschwindigkeit zum Ereignis bei O gefiihrt haben.

Fiir Ereignisse, die durch Lichtstrahlen mit O verbunden sind, gilt also:

ds® =ds'* == c*dt* —dx* —dy* —dz? =c*dt’? —dx'? —dy'* —dz'* = 0

Und deshalb: ds=ds'=0

Jedes dieser Ereignisse E bildet mit Ereignis O ein sogenanntes lichtartiges Ereignis-

paar.

Zeitartige Ereignispaare

Innerhalb des Lichtkegels, oberhalb von ct=0, gilt fiir Ereignispaare E und O in S und
S"

dspp = ds'op = dify —dxpy —dyhy —dzby = dt Gy —dx'Gp—dy' dp—dz'Gp > 0

Die Verbindungslinie ist bei gleichférmiger Bewegung eine Gerade, steiler als die des
Lichtes! Die Menge aller Ereignisse E, innerhalb dieses sogenannten ,Vorwartslicht-
kegels” konnen von der Bewegung eines materiellen Korpers, der bei t=t'=0 startet,

hervorgerufen werden. Diese Ereignisse E bilden die relativistische Zukunft von O (s.
auch Abb. 1.41), die alle Vorgange der SRT und Elektrodynamik berticksichtigt.

dspp =ds'op = +3>0
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Innerhalb des Lichtkegels, aber unterhalb von ct=0, liegen alle Ereignisse E, die durch

die Bewegung eines materiellen Korpers zum Ereignis O gefiihrt haben konnen:
dspp = ds'op = dtly —dxpy — Ayl —dzog = c*dt' by —dx op—dy' by —dz' by > 0

Die Menge aller Ereignisse E, innerhalb dieses , Riickwartslichtkegels” bilden die re-

lativistische Vergangenheit von O.
dsop =ds' oy =—>0

Ereignispaare fiir die dies gilt heifsen also zeitartige Ereignispaare. Sie liegen , materi-
ell bewegungskausal” zueinander. Dies berticksichtigt alle Vorgange, die durch die
Spezielle Relativitatstheorie und die Elektrodynamik beschrieben werden kénnen. Es

ist denkbar dass im Rahmen neuer physikalischer Theorien dies nicht zwingend gilt.

Raumartige Ereignispaare

Fiir Ereignispaare OE, bei denen E oberhalb von ct=0 liegt, jedoch unterhalb des
Lichtkegels, ist die direkte Weltlinie von O nach E, bei gleichformiger Bewegung,
eine Gerade, die flacher verlauft als die des Lichtes. Solche Ereignispaare liegen nicht
,bewegungskausal” zueinander. E liegt zwar in der Zukunft von O, aber ist durch

keinen (ausgenommen quantenmechanische Verschrankung) Vorgang erreichbar.

dspp =ds'op = +4<0

Ereignisse E unterhalb von ct=0, jedoch aufSerhalb des Lichtkegels liegen zwar in der
Vergangenheit von O, sind aber zum dortigen Zeitpunkt so weit von O entfernt, dass

sie nicht kausal zu O gefiihrt haben kénnen.

dspp =ds'op = =<0
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Wenn wir uns in einem Inertialsystem betrachten (Erde annahernd) und den momen-
tanen Aufenthaltsort zur momentanen Zeit als Ursprung O betrachten, dann ist da-
mit die Menge aller Ereignisse E gemeint, von denen wir jetzt noch nichts wissen, die
uns aber einmal erreichen konnen. Bsp.: Wenn vor 10 Minuten in 4 Lichtjahren Ent-
fernung eine Supernovaexplosion stattgefunden hat, dann konnen wir jetzt noch
nichts davon wissen, sondern erst in 4 Jahren.

Abbildung 1.41 zeigt die Anordnung der drei verschiedenen Ereignispaar-Klassifizie-

rungen und ihre Lage zum Lichtkegel.

ct [Ls]
Rel. Zukunft von O y [Ls]

X [Ls]

Rel. Vergangenheit von O

Abbildung 1.41: Verschiedene Ereignispaare OE und ihre Relation zum Lichtkegel

Dieses Konzept muss auf beliebige Punktereignisse A, B in einem Inertialsystem er-
weitert werden. Jedes Ereignis A bildet quasi einen eigenen Lichtkegel, der iiber die
raumzeitlichen Kausalititsbeziehungen zu anderen Ereignissen B entscheidet. Dies
geschieht durch die Grofle As,s, welche die Ereignispaare in lichtartige, zeitartige
und raumartige Ereignispaare einteilt (s. Abb. 1.42).

Die in der Relativitdtstheorie immer wieder benutzte Floskel Beobachtung beschreibt
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die Tatsache, dass an einem bestimmten Ort mit den Koordinaten (x; y; z) ein Ereig-
nis zum Zeitpunkt t eintritt. Es ist nicht damit gemeint, dass eine Person am Ort (0;
0; 0) auf seine Uhr schaut, die Zeit t abliest und dabei das Ereignis gerade feststellt.
Letzteres entspricht einer visuellen Beobachtung: das Auge oder der Fotoapparat re-
gistriert die Lichtstrahlen, die von den Ereignissen oder Objekten ausgehen und
gleichzeitig eintreten. Das ist das Thema der Visualisierung relativistischer Vorgange,
das aber nicht gemeint ist, wenn in der Relativitdtstheorie von Beobachtungen und
Beobachter gesprochen wird. Letztendlich wird mit dem Begriff Beobachtung bei der
Relativitatstheorie ein Messvorgang beschrieben. Der Begriff Beobachter wird dann
nicht ganz schliissig gleichgesetzt mit Bezugssystem oder Inertialsystem. Man
spricht dabei auch von einem Inertialbeobachter.

Da die Lichtgeschwindigkeit eine Grenzgeschwindigkeit ist, kann man konstatieren,
dass alle Ereignisse, die zukiinftig erreichbar oder irgendwie physikalisch beeinfluss-
bar sind, in dem oberen Dreieck zwischen den Weltlinien des Lichtes liegen, und alle
Ereignisse, von denen wir Kenntnis oder Wirkung erlangen, liegen in dem unteren
Dreieck. Fiur die Weltlinien des Lichtes haben sich die Ausdriicke ,Vorwarts- und
Riickwartslichtkegel” etabliert. Allein in der x-t Ebene handelt es sich jedoch um 2
Dreiecke die von den Linien x=ct und x=-ct gebildet werden. Wird jedoch das Dia-
gramm um die 2. Koordinate y erweitert. In diesem Fall bilden die Weltlinien die
vom Ursprung ausgehen den ,Vorwartslichtkegel”. Die Bedeutung der Lichtkegel
soll nun an 2 Ereignissen A und B (Abbildung 1.42) genauer betrachtet werden. Beide
Ereignisse A und B stellen fiir sich gesehen die Gegenwart dar. Die Zukunft von A
liegt innerhalb des Vorwartslichtkegels von A. In Ihm befinden sich alle Ereignisse
deren Ursache im Ereignis A liegen konnen. Dies kann z.B. die Bewegung eines Ob-
jektes, das zum Zeitpunkt von A in A war, an einen Raum-Zeit ,Ort” innerhalb des
Vorwartslichtkegels sein. Ein Objekt das in A war, kann niemals zwischen seinen
Vorwarts- und Riickwartskegel gelangen, noch kann es von Ereignissen zwischen
den Lichtkegeln beeinflusst werden. Im Riickwartslichtkegel von A liegen all jene Er-
eignisse, die zum Ereignis A gefiihrt haben konnen. Er beinhaltet auch alle moglichen
Aufenthaltsorte eines Objektes, das schliefilich zu A gelangen kann, weil innerhalb
des Lichtkegels nur Bewegungen mit Geschwindigkeit kleiner c beschrieben werden.
Die gleichen Betrachtungen gelten fiir das Ereignis B. Die gemeinsame Zukunft von
A und B ist die Menge aller Ereignisse die zum Vorwartslichtkegel von A und zu-

gleich zum Vorwartslichtkegel von B gehoren. Die gemeinsame Zukunft von A und B
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enthalt z.B. all jene Raum-Zeit Orte, an denen sich die Objekte die in A und B waren,

treffen konnen.

Gemeinsame
Zukunft AB

Zukunft B

ergangenheit A

Gemeinsame
‘v'clgallgcllhc:i"i » X [LS]

AB

Abbildung 1.42: Verschiedene Ereignispaare AE und ihre Relation zum Lichtkegel

In unseren bisherigen Betrachtungen haben wir die Beziehung von Ereignispaaren

stillschweigend immer nur aus einem Inertialsystem S betrachtet.

Die SRT berechnet aber gerade die Physik, welche sich zwischen verschieden, gleich-

formig bewegten Inertialsystemen stattfindet. Wir wollen nun unser Modell erwei-

tern und fragen uns, wie wir ein weiteres Inertialsystem, sagen wir S' in unser Koor-

dinatensystem

einbeziehen konnen. Wir gehen von der Standardkonfiguration der

beiden Inertialsysteme S und S' aus, bei denen die beiden zu Beginn iibereinander

liegen und sich dann, aus der von uns gewdhlten gleichberechtigten Sicht, S' mit v in

x-Richtung in Bezug auf S entfernt.
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Die Abbildung 1.43 zeigt einen derartigen Bewegungsvorgang schematisch.

yA s y'
@ Zug
Vt S' A
\e9
- . Ode\\‘ ’/' U| . v

Raumlicher Ursprung von S'

Abbildung 1.43: Gedankenexperiment zur Darstellung von Minkowski-Diagrammen fiir

zwei relativ zueinander bewegte Inertialsysteme (Sund S') - 1

Wir wissen bereits, dass wir die Koordinaten physikalischer Punktereignisse und de-
ren Differenzen mit der LT ineinander umrechnen konnen. Wie bewegt sich der Ur-

sprung von S' relativ zu S im ct-x-Diagramm von S ? Dazu sehen wir uns Abbildung
1.44 an.

Abbildung 1.44: Gedankenexperiment zur Darstellung von Minkowski-Diagrammen fiir

zwei relativ zueinander bewegte Inertialsysteme (S und S') von S aus betrachtet - 2
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As y'
Ve T 2ug
vt S 508"
- . Wd,e\\“‘e Mu' — v

Raumlicher Ursprung von &'

T

ct=1Ls x=ct

| > X [Ls]

Abbildung 1.45: Gedankenexperiment zur Darstellung von Minkowski-Diagrammen fiir

zwei relativ zueinander bewegte Inertialsysteme (S und S') von S aus betrachtet - 3

Fiir den Ursprung von S', d.h. fiir alle materiellen bewegten Korper, gilt generell fiir

den Winkel a zwischen ihrer Weltlinie und der ct-Achse (vgl. mit (1.134)):

t —————X<1 =a < 45°
ana = AL = 24 (1.135)
C_
v

Uberlegen wir uns, welche Bedeutung die Koordinatenachsen im Minkowski-Dia-
gramm haben.

In S ist die ct-Achse, der Ort aller Ereignisse am rdumlichen Ursprung von S zu allen
Zeiten t. In S besteht die x-Achse aus den Orten aller Ereignisse, die in S gleichzeitig
zum Ereignis O (t=0) sind.

Von S aus betrachtet muss die ct'-Achse (x'=0) der Ort aller Ereignisse am raumlichen
Ursprung von S' zu allen Zeiten t' sein. Das ist dann aber von S aus gesehen, genau
die eingezeichnete Weltlinie des Ursprunges, der in S aufgrund der Relativbewegung

, die Gleichung x=vt hat.

110



1.19 Der Minkowski-Raum

X'=0,

d.i. ct-Achse

von S' P
/

x=ct
/

v

X [Ls]

Abbildung 1.46: Gedankenexperiment zur Darstellung von Minkowski-Diagrammen fiir

zwei relativ zueinander bewegte Inertialsysteme (S und S') von S aus betrachtet - 4

Welches ist aber nun die x'-Achse von S' im Minkowski-Diagramm von S? Die x'-
Achse besteht aus den Orten aller Ereignisse, die in S' gleichzeitig zu O sind (t'=0).
Wir konstruieren nun die x'-Achse anhand folgender Uberlegung (s. Abbildung 1.47):
Wir gehen von unserer Standardkonfiguration aus, bei der sich S' in Bezug auf S mit
v in x-Richtung entfernt. Die ct' — Achse ldsst sich leicht einzeichnen, da tan a = v/c
ist.

Im Ereignis B, also zur Zeit ts, treffen am Ursprung von S' gleichzeitig 2 Lichtblitze
aus genau entgegengesetzten Richtungen ein.

Die beiden Lichtquellen seien zur Zeit t=t'=0 gleich weit von S und S' entfernt. Da c in
allen Inertialsystemen gleich ist, miissen die Lichtblitze fiir den Beobachter in S'
gleichzeitig zu O losgeschickt worden sein. Dies ist Ausdruck des Relativitatsprin-
zips wonach er selbst nicht feststellen kann ob er sich gleichformig bewegt oder ruht.
Da sich S' in Richtung der Blitzlampe bei C bewegt, muss fiir S die BlitzZlampe in A
bereits vor dem Start von S' zur Zeit ta aktiviert worden sein und die Blitzlampe C
spater zur Zeit tc. Da sich S' gleichformig bewegt, sind die Betrdge ta=tc. Die roten ge-
strichelten Linien stellen im Minkowski Diagramm (s. Abb. 1.47) die Lichtstrahlen

der Blitzlampen dar, die im 45° Winkel in allen Inertialsystemen verlaufen.
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ct[Ls] x'=0 (ct-Achse)

/ te

/ 3 > X [Ls]

ta /

Abbildung 1.47: Gedankenexperiment zur Darstellung von Minkowski-Diagrammen fiir

zwei relativ zueinander bewegte Inertialsysteme (S und S') von S aus betrachtet - 5

Zunichst einmal ist klar, dass die x-Achsenabschnitte der Position von A und C gleich grofs
aus der Sicht von S sein miissen xa=xc, da sie gleich weit entfernt sind.

Zeichnet man von B aus jeweils die Lichtsignale in die beiden entgegengesetzten
Richtungen ein aus der sie gekommen sind, dann ergeben sich die beiden Schnitt-
punkte fiir A und C im Minkowski Diagramm. Die beiden Lichtsignale stehen im
Minkowski Diagramm senkrecht aufeinander.

Da A und C fiir §' gleichzeitig zu t'=0 und damit O sind, muss die Verbindungslinie
AC ein Teil der x' — Achse von S' sein.

Wie lasst sie sich im Minkowski Diagramm also generell die x'-Achse einzeichnen?
Wie grofs ist z.B. der Winkel & ?

Die Antwort liefern die folgenden geometrischen Zusammenhéange im Minkowski
Diagramm:

Da die Betrdage xa = xc und ta=tc gilt, muss die Lange der Strecke OA gleich OC sein,
OA=0C. Mathematisch gesehen bilden die drei Punktereignisse ACB ein rechtwinkli-
ges Dreieck im Minkowski Diagramm. Mathematisch kann hier der Satz von Thales
angewendet werden: Der Mittelpunkt des Umkreises eines rechtwinkligen Dreiecks

liegt immer in der Mitte der Hypotenuse, also der langsten Seite des Dreiecks die
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1.19 Der Minkowski-Raum

dem rechten Winkel gegeniiberliegt.

Dies bedeutet dann dass die Langen der folgendn Strecken gleich sind, da sie den Ra-
dius des Thaleskreises bilden: OA=OC=0B

Da im speziellen OB=OC, bilden OCB ein gleichschenkliges Dreieck, sodass 3=y.
Einfache Winkelsummenrechnungen, die hier nicht explizit aufgefiihrt werden, lie-
fern dann das Ergebnis, dass a = ¢, wobei bekannt ist, dass tan a=v/c.

Da e=qa, erhdlt man die x'-Achse also aus der ct'-Achse (x=vt) durch Spiegelung an
der Winkelhalbierenden, die ein Lichtstrahl darstellt. Weifs man also die Geschwin-
digkeit v von S' in Bezug auf S, also v/c, dann kann man die Achsen des Inertialsyste-

mes S' (beziiglich S) vollstandig einzeichnen (Abbildung 1.48):

ct [Ls] ct’-Achse [Ls]

<\

Weltlinie eines Lichtblitzes
‘ der bei t=t'=0 am Ort von O
x'-Achse [LS] losgeschickt wurde. S' nimmt
die Verfolgung auf. Der
Lichtblitz bildet die
Winkelhalbierende fir S und
S', da c uberall gleich!

/7 » X [Ls]

Abbildung 1.48: Darstellung des Inertialsystemes S' beziiglich S

Wichtig: Da jedes Inertialsystem aufgrund des experimentell bestatigten Relativitats-
prinzips, als ruhend angenommen werden kann, gilt auch von S' aus betrachtet fol-

gendes Minkowski-Diagramm.
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ct-Achse  ct'[Ls]

x-Achse

a

o | » X" [Ls]

Abbildung 1.49: Darstellung des Inertialsystemes S beziiglich S'
Da jedes Inertialsystem gleichberechtigt ist, gibt es die Moglichkeit fiir unendlich vie-

le verschieden Inertialsysteme beziiglich S. Alle haben eine andere Relativgeschwin-

digkeit v zu S:

1]

Licht

X [Ls]

Abbildung 1.50: Darstellung verschiedener Inertialsysteme S' beziiglich S

Die Skalierung der Achsen von S' beziiglich S ergibt sich aus der Zeitdilatation und

der Langenkontraktion.
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1.19 Der Minkowski-Raum

Skalierung auf der Zeitachse t' berechnet sich fiir S zu:

Nach t=1sin S, vergeht auf der Uhr in S' bei x'=0 aufgrund (1.76) die Zeit

2
r=t 1= =y =15 (1.136)
C

Das ist weniger Zeit als in S, abhangig von v.

Skalierung auf der Zeitachse t' berechnet sich fiir S zu:

Die Strecke x=1Ls erscheint in S' verkiirzt, mit (1.77)

2
x,=x l—v—z ZX‘}/V_IZILS‘}/V_I (1.137)
c

Dies fiihrt zu folgender Darstellung der Bewegung von S' beziiglich S, mit vollstandi-

ger Skalierung der Achsen.

ct [Ls] ct' [Ls]

cls
t=yt'= y1Ls" ==—--mmmmmmmm—
cls ——
X‘[Ls]
1Ls
- . X|[Ls]
O 1Ls |
tana =vic=x/(yt) | X= yt'v/c X= yx'=y1Ls"

Abbildung 1.51: Darstellung der Bewegung des Inertialsystemes S' beziiglich S mit Skalie-

rung der Achsen
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Die Umrechnung der Koordinaten zwischen den Ereignissen, erfolgt mit der Lor-
entz-Transformation. Die Ereignisse konnen aber auch im Minkowski Diagramm
konstruiert werden und die Koordinaten abgelesen werden.

Im folgenden Bild sind fiir verschiedene Ereignisse A,B,C,D welche in S' alle bei
ct'=1Ls, aber unterschiedlichen Orten X' stattfinden, eingezeichnet. Die Koordinaten
dieser Ereignisse in S' erhalt man durch Parallelverschiebung der ct'- und x'- Achse!

(Stichwort: Kontravariante Koordinaten)

ct [Ls] Projektionslinie

cls —

, X [Ls]

Abbildung 1.52: Darstellung verschiedener Ereignisse in S' beziiglich S

Das Ereignis A hat zum Beispiel folgende abgelesene Koordinaten:
InS" A(ct'y=1Ls,x' ;= 025Ls)
InS: A(ct, =132Ls,x, =09Ls)

Ereignis A soll dadurch zustande kommen, dass jemand bei t=t'=0 am Ursprung von
S einen Ball in x-Richtung wirft, wahrend sich S' an S vorbeibewegt (Standardkonfi-
guration). O und A bilden dann also ein Ereignispaar.

Man kann die Weltlinie des Balles einzeichnen und man kann zeigen, dass das

Raum-Zeit-Intervall zwischen O und A fiir Sund S' gleich ist.
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ct[Ls] A(ct'y =1Ls,x"y =0,25Ls)

Alety =1,32Ls, x5 =0,9Ls)

Weltlinie gleichférmig bewegter Ball

cls —

x‘[Ls]

» X [Ls]

Abbildung 1.53: Weltlinie eines gleichformig bewegten Balles mit resultierender Weltlinie
(Ereignispaar OA)

Man kann leicht durch einsetzen der Koordinaten zeigen, dass fiir das Raum-Zeitin-

tervall gilt:
ds}, =ds'}, = c?dt}, —dx}, =c*dt'},—dx'}, = 094Ls? (1.138)

Versucht man in Minkowski-Diagrammen die Lange von Strecken mit dem Satz des
Pythagoras zu berechnen, oder einfach optisch die Lange zu vergleichen, so fiihrt
dies zu falschen Schliissen. Es muss fiir die Beurteilung der ,Lange” des Raum-
zeit-Intervalles, mit den Koordinaten in der Weise (1.138) gerechnet werden.

Es sollen hier direkt ein paar Anmerkungen zur Geometrie in Minkowski-Diagram-

men gemacht werden um Missverstandnisse zu vermeiden:

Es handelt sich bei Minkowski-Diagrammen geometrisch gesehen um schiefwinkli-
ge Koordinatensysteme mit verzerrten Achsen! Es gilt deshalb keine Euklidische

Geometrie, d.h. :
+ kein Satz des Pythagors zwischen Weltlinien moglich

+ kein Kosinussatz zwischen Weltlinien moglich
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+ kein euklidisches Skalarprodukt moglich

Minkowski hat erkannt, dass die Zeit bei Beschreibung von physikalischen Vorgan-
gen in Inertialsystemen, zum Bestandteil von Koordinatensystemen wird, deren Ska-
len durch die Relativbewegung von Inertialsystemen gestaucht und gedehnt werden
konnen. Dies hat weitreichende Konsequenzen fiir eine konsistente Formulierung

der Physik anhand von Vektoren bzw. Tensoren.

Newtonscher Raum vs. Minkowski-Raum

Der physikalische Raum der Newtonschen Physik (klassische Mechanik) basiert auf
dem dreidimensionalen euklidischen Raum. In diesem gilt der Satz des Pythagoras
und Wegelemente konnen damit richtig berechnet werden. Diese Eigenschaft wird
auf den Vektorraum {ibertragen, dem sich die Physik mit zahlreichen Grofien, wie
dem Kraft-Vektor, bedient.

Im Falle von physikalischen Vorgangen die sich nahezu mit Lichtgeschwindigkeit ab-
spielen, muss jedoch die SRT angewendet werden. Die klassische Addition von Ge-
schwindigkeitsvektoren funktioniert hier nicht mehr. Wir werden im Folgenden noch
sehen, dass eine vollstandig konsistente physikalische Theorie im Rahmen eines 4-di-
mensionalen Raumes funktioniert. In diesem gilt anstelle des Satzes des Pythagoras
eine allgemeinere Form, die man auch als Minkowski Skalarprodukt bezeichnen
kann. Die folgende Tabelle zeigt eine Ubersicht iiber die wesentlichen Unterschiede
des Euklidischen Raumes der Newtonschen Physik und des Minkowski-Raumes der
SRT.
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Newtonsche Physik (Euklidischer

1.19 Der Minkowski-Raum

Einsteinsche SRT-Physik

Raum) (Minkowski-Raum)
ot [Ls] ot [Ls]
Aotits] tps
¢ [
cls
cls A cls —— N
¢ ° X[Ls]
1Ls
| — | -
O 1Ls x[Ls]  XILs] o) s X [Ls]

Der raumliche Abstand ist in allen Sys-

temen gleich:

Das Raum-Zeit-Intervall zwischen 2
Punktereignissen ist in allen Inertialsys-

temen gleich:

2 2 2 2 2
dsip =ds' jg=dxyg +dvy +dzp =

2 2 2
=dx' p+dy' p+dz s

2 342 24,2 2

2 12 '2
=C thB_dxAB

Der zeitliche Abstand ist in allen Syste-

men gleich:

dti, =dt'3,
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Eichhyperbeln

Wenn S ein Referenz-Inertialsystem ist und wenn man nun fiir verschiedene v/c, wei-
tere Inertialsysteme dazu einzeichnet, dann erhalt man anhand der Frage, wo sich
die Einheit 1 auf den jeweiligen Raum- und Zeitachsen befindet, die sogenannten
Eichhyperbeln, wenn man die entstehenden Punkte der Einheit 1 auf den jeweiligen
Zeit- und Raumachsen verbindet. Dies Skalierung geschieht dabei wie in (1.136) und
(1.137) hergeleitet.

Im folgenden Diagramm, sind exemplarisch verschiedene Inertialsysteme beziiglich
des willkiirlich gewdhlten Referenz-Inertialsystem S eingeteragen. Bsp: v/c=+-1/6 (S'),
+-2/6 (S"), +-3/6 (S")......... (nicht mafistabsgetreu)

ct

I

ct' ot
Gt(u

Licht

1Ls x"

, X|[Ls]

O 1Ls

Abbildung 1.54: Beispiel zur Konstruktion von Eichhyperbeln
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ct Eichtyperbel
—ctEichtyperbel
—x Eichiyperbel
—x Eichiyperbel
—Lichhweg
—Lichhweg
T e
)
=
. 5"=0Tc

Abbildung 1.55: Beispiel zur Konstruktion von Eichhyperbeln

Die Eichhyperbeln haben also die mathematischen Funktionen:

ct = +x? — R?

(1.139)
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1.20 Das invariante Eigenzeitintervall

Zwei Punktereignisse, die iiber eine gleichférmige Bewegung eines Korpers verbun-
den sind, bilden ein zeitartiges Ereignispaar.
Abbildung 1.56 zeigt ein Minkowski-Diagramm mit der Weltlinie zwischen dem zeit-

artigen Ereignispaar AB:

ct [Ls]¢t

et yp| 18

» x [Ls]

Abbildung 1.56: Zeitartiges Ereignispaar AB

Die Gerade zwischen den Ereignissen A und B stellt, z.B. die gleichféormige Bewe-
gung eines materiellen Teilchens mit v in x-Richtung, aus der Sicht von S dar. Dieses
Teilchen kann z.B. ein Teilchen im Ursprung von S' sein. Eine am Teilchen gedacht
mitgefiihrte Uhr (gleicher Ort in S') stellt stets die Eigenzeit des Teilchens dar, da es
sich beziiglich S' immer am gleichen Ort befindet (Ax'=0) .

Fiir die Eigenzeit des Teilchens muss also gelten

dz . = dt' (1.140)
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Dies ist ein eindrucksvolles Beispiel dafiir, dass die Lange von Strecken im

Minkowski-Diagramm nicht miteinander verglichen werden darf. Im Diagramm ist
namlich die Lange der Strecke cdtap deutlich kiirzer als cdt'sg=cdtas . Physikalisch ist
das jedoch nicht korrekt, denn dt,z stellt stets die kiirzeste Zeitdauer zwischen den
Punktereignissen dar. In allen anderen relativ dazu bewegten Inertialsystemen ver-

geht zwischen A und B mehr Zeit.

Man kann dies auch mit den Formeln der Lorentz-Transformation nachrechen. Da
sich das Teilchen in S' nicht bewegt (S' ist das sogenannte Ruhesystem des Teilchens),
setzt man in Formel (1.72 linke Spalte) Ax'=0 und erhalt fiir S', also eine mitgefiihrte

Uhr am Teilchen selbst:

dt' yg=y," -dty =dz (1.141)

Das Eigenzeitintervall zwischen den Ereignissen A und B ist alleine vollig ausrei-
chend, um das Raum-Zeit Intervall dieses Ereignispaares vollstindig zu berechnen.
Dies ist eines der interessantesten Ergebnisse und wir wollen es deshalb hier ablei-

ten:

2 4,2
’ dt
dt gz =dt' ;5= 7/‘}—1 -dt 45 = dt 4p 1_v7 _ \/dl‘ig v 2AB (1.142)
¢ c

Mit dXAB=thAB fOlgt

2 1.2 2 2
dt d d.
dt s :Jdth Yt :JdtiB s \/ S (1.143)
c c c
Und damit
2
dtip = dS;iB = dewa
c c (1.144)

ds ;5 =cdt 5

Da das Raum-Zeit Intervall und die Lichtgeschwindigkeit invariant unter einer Lor-
entz-Transformation sind, muss das Eigenzeitintervall aufgrund von (1.144) ebenfalls

unabhangig vom Inertialsystem sein und damit genau wie ds, invariant unter der
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Lorentz-Transformation. Betrachtet man ein Objekt, das sich zwischen A und B mit
Lichtgeschwindigkeit fortbewegt (z.B. Photon), dann folgt aus der LT fiir t' (fiir Ax'=0
und v=c), da cdtag= dt'as : dTas=0.

Fiir ein Photon ist das Eigenzeitintervall zwischen beliebigen Ereignispaaren auf sei-

ner Weltlinie stets Null.
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1.21 Beschleunigte Bewegung in der SRT - 1

Im Gegensatz zur Ausbreitung des Lichtes, dessen Weltlinie im Minkowski-Dia-
gramm stets eine Gerade ist, die im 45° Winkel zur ct-Achse geneigt ist, kann die Be-
wegung massebehafteter Teilchen (Ruhemasse grofier Null), unter dem Einfluss von
Kréften auch beschleunigt verlaufen. Die Steigung der Weltlinie dieses Bewegungs-
vorganges, kann dann an verschiedenen Punkten der Bahn eine andere Steigung auf-
weisen. An keinem Punkt der Kurve darf der Winkel jedoch grofer als 45° sein.

Auch beschleunigte Bewegungsvorgange konnen mit der SRT behandelt werden.
Hierzu verwendet man das Konzept des , momentanen Ruhesystemes” (MR) des
Teilchens. Dieses MR ist stets mit dem Teilchen fest verbunden, sodass das Teilchen
im Ursprung dieses MR ruht.

Man kann sich vorstellen, dass ein Teilchen wahrend des Beschleunigungsvorganges
relativ zu einem Referenz-Inertialsystem S, in infinitesimalen Zeitabschnitten dt, ver-
schiedene Inertialsysteme mit jeweils anderen Relativgeschwindigkeiten v durch-
lauft.

Eine Erklarung bietet sich bereits durch das Konzept der Eichhyperbeln an. In Bild
1.57 beschreibt die blaue Kurve, die Weltlinie eines Teilchens, das zur Zeit t=t'=t"..=0
am Ort x=1Ls startet und sich beschleunigt in x-Richtung entfernt. Es , durchlauft”
dabei also die verschiedenen Inertialsysteme S', S", S"'......, die fiir das Teilchen jeweils

eigene MR fiir einen infinitesimalen Zeitabschnitt darstellen.
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Ct Ct‘ Ctu

@) 1Ls

Abbildung 1.57: Beschleunigte Bewegung eines Teilchens

In Abbildung 1.58 ist eine beliebig beschleunigte Bewegung eines Teilchens zwischen
den Punktereignissen A und B dargestellt. Die blau eingezeichnete Kurve ist also die
Weltlinie des Teilchens.

ct [Ls]*

ol E jedt'=cdr =ds >0 zeitartig!

\
Al \

O le—s!
dx

x [Ls]

Abbildung 1.58: Beschleunigte Bewegung eines Teilchens

Wir konnen unsere bisherigen Berechnungsformeln weiterhin verwenden, wenn wir
diese auf infinitesimale Abschnitte der Weltlinie — in denen die Steigung nahezu

konstant ist — anwenden.
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Zusatzlich miissen wir beachten, dass die Geschwindigkeit v nun keine konstante
Grofse mehr ist, sondern eine Funktion der Zeit: v=v(t).

Auch der Lorentz Faktor wird deshalb zu einer zeitabhdngigen Grofde:

7/;1 Z\/l—v(t)z 2 = f(t) # const. (1.145)

Fiir das Eigenzeitintervall des Teilchens zwischen A und B gelten nun (1.142) -
(1.144) folgendermafien

ty > B
e = [ 1= = [ s, (1.146)
4 A

In Kapitel 1.22 werden wir uns im Detail mit der Beschreibung des Kraft- und Ener-

giebegriffes in der SRT auseinandersetzen und im weiteren Verlauf die hier erarbeite-

ten Konzepte zur beschleunigten Bewegung anwenden und erganzen.

Invariante Grofien der Speziellen Relativitiatstheorie — 1

Bei den bisherigen Ausfithrungen zur SRT haben wir verschiedene Grofien entwi-
ckelt, die sich unter einer LT nicht verandern. Diesen Grofsen kommt eine besondere
Bedeutung zu, da sie unabhdngig vom Inertialsystem aus dem sie festgestellt wer-

den, stets den gleichen Wert haben. Wir wollen diese deshalb kurz auflisten:
+ Lichtgeschwindigkeit c
+ Raum-Zeit Intervall ds'=ds
+ Eigenzeitintervall dt=ds/c
« Anzahl der Wellenfronten die einen Raum-Zeit Punkt erreicht (Kapitel 1.18)

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir uns ansehen, wie man den Doppler-Effekt
mit Hilfe eines Minkowski-Diagrammes herleiten kann. Wir betrachten dazu Abbil-
dung 1.59.
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Ein Empfanger in S' entferne sich von einem Sender in S in x-Richtung mit Relativge-
schwindigkeit v. S sende einen Lichtblitz zur Zeit t=Ts los. In S' wird der Lichtblitz

zur Zeit t'=TE an Ort x'=0 empfangen.

ct [Ls]

ct' (x=0) [Ls]

i

V'TE‘<

» X[Ls]

¥ M T
7o E Lichtsignal

Abbildung 1.59: Doppler-Effekt im Minkowski-Diagramm

Das bedeutet also, wenn in S Lichtblitze im zeitlichen Abstand At=Ts ausgesendet
werden, dann werden diese in dem sich entfernenden System S', mit grofSerem zeitli-
chen Abstand At'=Tgempfangen.

Man erhalt aus dem Minkowski-Diagramm (Abb. 1.59) und Vergleich mit dem Min-

kowski Diagramm in Abb. 1.51 folgenden Zusammenhang fiir das Sendeintervall Ts

v
Ts = yTg — )’ETE
(1.147)(1.148)
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Der Doppler-Faktor der Quelle (Sender) relativ zum Empfanger ist deshalb

~

p=le__ T LV - [l L 2 (1:149)

Ty _ . _
it 7VTE—LCEV m(l—gj Ao e

Dies ist das gleiche Ergebnis wie in Kapitel 1.18, Formel (1.123). Dort haben wir den

longitudinalen Doppler-Effekt aus Uberlegungen zur Zeitdilatation gewonnen.
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1.22 Relativistische Dynamik

Wir kommen nun zu einem der spannendsten Gebiete der Speziellen Relativitédtsthe-
orie. Die iiberraschenden Effekte, die wir in den vorhergehenden Kapiteln zur Kine-
matik der SRT bereits detailliert untersucht haben (z.B. Langenkontraktion und Zeit-
dilatation), miissen unweigerlich mit den dynamischen Grofien, u.a. dem Impuls ei-
nes Korpers korrelieren und zu weiteren Modifikationen der Newtonschen Physik
fiithren.
Wir werden nun zeigen, dass das 2. Newtonsche Gesetz (F=ma) zwar unter der Gali-
lei-Transformation invariant ist, nicht aber unter der Lorentz-Transformation, die bei
sehr hohen Geschwindigkeiten angewendet werden muss.
Nach den Gesetzen der Newtonschen Mechanik konnte ein Korper, als Resultat einer
ausreichend langen Beschleunigung, jede Geschwindigkeit u erreichen, auch u>c.
Dies ist ebenfalls ein Widerspruch zu den Messergebnissen. Nach aller Uberzeugung
ist die Lorentz-Transformation korrekt, also ist es notwendig, dass das 2. Newton-
sche Gesetz ,relativistisch korrigiert” wird.
In Kapitel 1.2, mit Formel (1.18), haben wir gesehen, dass das 2. Newtonsche Gesetz
invariant unter der Galilei-Transformation ist

. d* di(x-wt) . d*x

F'=ma'=m =m
dt® dt? dt?

I (1.150)

Bild 1.60 zeigt schematisch das zugrunde liegende Gedankenexperiment. Auf den

Gegenstand (am Punkt P) wirke in S' die Kraft F'. Der Korper haben die Geschwin-

digkeit u'.
S S BobP u'y v
F'X
Alice

LY

Abbildung 1.60: Gedankenexperiment zur Ableitung des Relativitatsprinzips
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Da die (trage) Masse m des Korpers in diesem Fall ebenfalls eine invariante Grofie ist

gilt fiir die Anderung seiner Geschwindigkeit u: du' = du

(1.151)

1.22.1 Die relativistische Massenzunahme

Gemafl Newtonscher Physik ist die konstante trage Masse m eines Teilchens (Kor-
pers), ein Maf3 fiir den Widerstand, den es seiner Beschleunigung entgegensetzt. Das
relativistische Additionstheorem der Geschwindigkeiten zeigt uns jedoch, dass diese
Voraussetzung nicht richtig, oder zumindest unvollstandig sein muss, wenn sich das
Teilchen mit einer sehr hohen Geschwindigkeit bewegt. Die

Lorentz-Transformation fordert das relativistische Additionstheorem der Geschwin-
digkeiten (1.101) und (1.102). Fiir S' lautet es

!

u' . +v
u.X: !

u'.v

2
C

1+

Zur Bestimmung der Geschwindigkeitsanderung wenden wir die allgemeingiiltige

Berechnung des Differentials an

(1
du. = gy ¢ S (1.152)

Dies steht in volligem Gegensatz zu (1.151) und bedeutet bei invarianter (und kon-

stanter) trager Masse m

du, #du', — ma # ma'
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Fiir die damaligen Physiker war das natiirlich ein Schock, bedeutet es doch, dass die
gesamte Newtonsche Physik nicht mit dem Relativitatsprinzip der SRT vereinbar ist.
Das Tragheitsgesetz soll nun so erweitert werden, dass es im Fall kleiner Geschwin-
digkeiten u<<c in die bekannte Form tibergeht. Wenn kein Massenverlust aufgrund
des Riickstofsprinzips auftritt (Rakete), sollte fiir eine Teilchengeschwindigkeit (mate-
rieller Korper) u<<c gelten (siehe (1.8)):

op om-a) i 3

F:—: =m—=m
ot ot ot ot?

Wir werden jedoch nun den allgemeingiiltigen Ansatz wahlen, den wir bereits mit
(1.9) anhand der Differentialrechnung erhalten haben, wenn wir davon ausgehen,
dass die trage Masse m eine Funktion der Geschwindigkeit ist: m=f(u(t)):

op o(m-ii) omou-  ou (1.153)

F=2"-= =——u+m-—
ot ot ou Ot ot

Die Vorstellung, dass die trige Masse von der Geschwindigkeit abhdngen soll,
scheint natiirlich zunachst absolute Fiktion zu sein. Aber, wenn es so ist, dass es beo-
bachtbare Phanomene gibt, fiir die du' nicht gleich du innerhalb von Inertialsyste-
men ist, dann wiirde das unter der Voraussetzung, dass die Masse unveranderlich
ist, bedeuten, dass die Impulserhaltung gebrochen wére. Der Impulserhaltungssatz
(1.14) zahlt jedoch zu den am besten bestétigten Prinzipien der Natur.

Jede akzeptable physikalische Beschreibung der Physik muss beriicksichtigen, dass
der Impuls in geschlossenen Systemen (ohne Einfluss dufSerer Kréfte) erhalten bleibt.
Das Neutrino wurde 1931 von W. Pauli als Teilchen mit 0-Ladung, das fehlende Ener-
gie und Drehimpuls (Spin) besitzen musste, was beim Beta-Zerfall nicht erklart wer-
den konnte. 10 Jahre spéter wurde es entdeckt. Dies zeigte ebenfalls, dass Impulser-
haltung und Energieerhaltung tatsachlich fundamental sind.

Zunachst wollen wir konkret sehen, dass die klassische Impulserhaltung zusammen

mit der relativistischen Geschwindigkeitsaddition zu Problemen fiihrt.

Dies gelingt am besten mit der physikalischen Untersuchung eines vollig unelasti-

schen Stofies (Abbildung 1.61). Wir betrachten dazu wieder unser , Zug-Bahnsteig”
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1.22.1 Die relativistische Massenzunahme

Experiment mit Alice in S und Bob in S'. Alice in S, lasst eine blaue Kugel mit Ge-

schwindigkeit u auf eine ruhende Kugel (griin) rollen.

Vor dem Experiment zur Zeit t, wiegen Bob und Alice also die ruhenden Kugeln mit
einer Waage und stellen fest, dass im ruhenden Zustand beide Massen exakt gleich
schwer sind m;(to)=ma(to)=m(to).

Die beiden Massen kollidieren zum Zeitpunkt t, zentral und vollkommen inelastisch.
Nach dem Stofs bilden die beiden Kugeln einem Klumpen der Masse M.

Aus Alice's Sicht (System S) bewegt sich die blaue Kugel (links) mit Geschwindigkeit
u. Die zweite Kugel ruht hingegen fiir S. Nach dem Stofd bewegt sich der Klumpen M

mit der Geschwindigkeit u, fiir S.

Bob bewegt sich mit seinem Inertialsystem S'sp zu allen Zeiten so, dass er sich im
Schwerpunkt SP des Stofivorganges befindet. Der Schwerpunkt SP ruht also relativ

zu seinem Inertalsystem S'sp.

t, (vorher) (= 5 4+ ®

' 8
t, (nachher) ==

S
A A

Abbildung 1.61: Gedankenexperiment zur Herleitung der relativistischen Masse

Das Schwerpunktsystem ist ein vorziigliches System um den Stofivorgang zu be-
schreiben. Aus der klassischen Physik vor Einstein war bereits bekannt dass folgende

Zusammenhange gelten:

- Im Schwerpunktsystem S'sp ist der Gesamtimpuls der beteiligten Massen vor-

und nach dem Stofs exakt gleich 0, da nur innere Krafte wirken: Yp'=0.
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- Der Schwerpunkt SP bewegt sich vor- und nach dem Zusammenstofs von S

aus gemessen mit der exakt gleichen Geschwindigkeit vgp.

Aus der ersten Eigenschaft folgt, dass sich fiir Bob (in S'sp) die beiden Massen mit
gleicher Geschwindigkeit u' aufeinanderzubewegen und dann in einem ruhenden

Klumpen liegen bleiben.
Die zweite Eigenschaft bedeutet aber auch, dass nach dem Stof$ gelten muss vsp=u,.

Da beide sich iiber ihre Relativgeschwindigkeit einig sind, da sie diese mit einer ein-

fachen Messung erhalten, gilt vsp=v'sp=u1,.

Damit m, vor dem Stof$ (die sich in S'sp mit -u' bewegt) in S ruhend ist, muss sich das

System S also relativ zu S'sp ebenfalls mit u' bewegen. Fiir S'sp ist also vsp=u'.
Und deshalb ist vep=v'sp=u,=u'

Mit dem klassischen Impulserhaltungssatz und der klassischen Annahme dass die
Massen geschwindigkeitsunabhéangig sind, ist es nun moglich, den Zusammenhang
zwischen der Geschwindigkeit des Klumpens nach dem Stofs und der Anfangsge-

schwindigkeit u in S zu berechnen:

> pile) = ) pilt)

mu+0=2mug
u=2ug

Aus der Kinematik der SRT ist unabhdngig davon jedoch bereits bekannt, dass die

relativistische Geschwindigkeitsaddition wie folgt fiir S'sp gilt:

u' + vsp
14

Vepll
1+=25

Da aber auch vsp= v'sp=u,= u' folgt allgemein:

u =

2ug

u =
u

9

-
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1.22.1 Die relativistische Massenzunahme

Losen wir dies nach u, auf, so erhalten wir eine quadratische Gleichung;:

U
?ug—2u9+u—0

Diese wird mit der , Mitternachtsformel” gelost. Als physikalische Losung kommt

nur die Losung mit dem ,,-“ Zeichen in Betracht:

(1)
Hier sieht man bereits dass dies unvereinbar mit dem klassischen Impulserhaltungs-
satz ist, denn wenn u gegen c strebt, dann ware u,=c=u. Dies wiederspricht dem Er-
gebnis des Impulserhaltungssatzes, denn dann waére ja Zp; (t;) > Zp; (t;) . Der inelasti-

sche Stofs hitte also Impuls aus dem Nichts erzeugt.

Die klassische Physik stand mit diesem Ergebnis also vor dem Abgrund, das gesamte

Gebaude der klassischen Mechanik drohte der Einsturz.

An diesem historischen Scheideweg brauchte es nun Klarsicht und eine Riickbesin-
nung darauf, dass Ergebnisse physikalischer Vorgange nicht vom Inertialbeobachter
abhangen diirfen. Die Berechnungen der Ergebnisse von Experimenten diirfen sich
sich also nicht unterscheiden. Wenn die beiden Kugeln also kollidieren, dann muss-
z.B. die Berechnung des Schadens an den Kugeln zum gleichen Ergebnis fiihren, un-
abhangig davon ob S oder S' es berechnet und zwar unter Verwendung der relativis-
tischen Geschwindigkeitsaddition. Der bewadhrte und durch Experimente bestatigte

Ansatz um dieses Problem der theoretischen Physik zu l16sen, besteht nun darin:

- Der Impulserhaltungssatz ist in einer Weise anzusetzen, bei dem es moglich

wird, dass der Bewegungszustand von Objekten ihre Masse beeinflusst.

- Die Massenerhaltung ist ebenfalls so anzusetzen, dass der Bewegungszustand

der Massen sie beeinflusst
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Obwohl wir wissen, dass im ruhenden Zustand vor dem Experiment beide Kugel-

massen gleich schwer sind, schreiben wir fiir den Impulserhaltungssatz

> pit) =) pilty)

mq (tl)u +0= M(tz)ug

(2)
Die Massenerhaltung liefert
D mit) = Y mu(t)
my(t) + myp(ty) = M(t2)
(3)

Die ist auflerst geschickt, denn wenn wir diese formale Massenerhaltung (3) mit der

Impulserhaltung (2) kombinieren, dann fallt der Term M(t;) heraus und man erhalt:

my(ty) Uy
my(ty) u—1u,

(4)

Wir setzen nun das Ergebnis aus der relativistischen Geschwindigkeitsaddition (1)

hier ein und erhalten dann mit der Abkiirzung

()

Dies setzen wir in (4) ein

m w177
mab) 2 (1)
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1.22.1 Die relativistische Massenzunahme

Wir erweitern Zahler und Nenner mit u

my(ty) _ ¢ (1 _ %)
my(t) 2 _ 2 (1 _ l)

u

Der Nenner N kann vereinfacht werden

2 1 5 u? 1 1 1
N=u-c|l-—|=c"|5-1+—|=|-5+—
Yu c Yu Yu Vu

Wir setzen den Nenner so wieder ein und man erhalt

(-8 (1)
my(ty) _ ¢ (1 Yu/ _ ! Y/ __ ., _ 1
mp(t) (1 1 l(l_l) “ u?

¢ Yu V2 Yu Yu 1_?

Da wir wissen, dass beide Massen gleich schwer sind, wenn sie ruhen und ansonsten
vollig identisch sind, definieren wir die Ruhemasse my:=m;(t;) als die Masse im ru-
henden (unbewegten) Zustand. Die mit Geschwindigkeit u bewegte Masse m;(t;)=m
nennen wir allgemein bewegte Masse (oder relativistische Masse) m. Somit ist m,
einfach die Ruhemasse von m und es folgt damit die Formel fiir die relativistische

Masse:

m(u) =m(u = 0)—2 =m=my)yy,

u
1-=
C

(1.154)

Die trage Masse m eines Teilchens nimmt also mit hoherer Geschwindigkeit zu.

Man muss zwischen Teilchen unterscheiden, deren Ruhemasse m, grofier Null ist

und Teilchen, deren Ruhemasse gleich Null ist (z.B. Photon).
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my,>0 < u<c (1.162)

my=0 < u=c

Die relativistische Massenzunahme kann auch experimentell nachgewiesen werden
(Abb. 1.62). Elektronen werden im E- und B-Feld auf Kreisbahnen beschleunigt. Nur

Elektronen mit bestimmter Masse m und Geschwindigkeit gelangen zum Detektor.

Beschieunigungsspannung U=55 10°V

Elektronenbahn

homogenes
Magneteld

Abbildung 1.62: Experiment zum Nachweis der relativistischen Massenzunahme [3]

In Abbildung 1.63 ist das Ergebnis dargestellt. Die griine Kurve zeigt das theoretisch

erwartete Ergebnis. Die Punkte konnen verschiedenen Versuchsreichen zugeordnet

werden.

S8

+ Bucherer 1909

« Kaufmann 1910

o Guya und Lavanchy 1921
4 Neumann und Schaler 1924

% o1 02 03 02 05 0B o 08 43 10

=

Abbildung 1.63: Experimentelle Ergebnisse der relativistischen Massenzunahme [3]
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1.22.1 Die relativistische Massenzunahme

Der dreidimensionale relativistische Impuls

Der dreidimensionale relativistisch korrigierte Impuls eines Teilchens (Korpers) mit
Ruhemasse groier Null, das sich mit Geschwindigkeit u bewegt, lautet also mit Hilfe
von (1.161):

p=mu=y,my=——u

2 (1.163)

Die Geschwindigkeit u, ist hierbei die Geschwindigkeit des Teilchens vom Laborsys-
tem S aus gemessen.

Man erkennt bereits, dass der dreidimensionale relativistische Impuls keine Invarian-
te unter einer LT zwischen verschiedenen Inertialsystemen ist, da die Geschwindig-
keit u ebenfalls nicht invariant ist. Der Impuls gemafS (1.163) ist zwar korrekt, aber
unvollstandig. Die Ruhemasse m, hingegen ist eine Invariante der speziellen Relati-
vitatstheorie unter LT, sofern sich das Teilchen nicht mit einem anderen Teilchen ver-
bindet.

1.22.2 Herleitung und Bedeutung der Energie-Masse Aquivalenz E=mc2

Die relativistische Energie-Masse-Aquivalenz kann mit verschiedenen Uberlegungen
hergeleitet werden.

Wir wahlen einen elementaren Gedankengang aus der Mechanik. Um einen Korper
der tragen Masse m (nicht-relativistisch) aus der Ruhe auf eine bestimmte Geschwin-
digkeit innerhalb einer Zeit t zu beschleunigen, muss physikalische Arbeit an diesem
Korper verrichtet werden. Das bedeutet, es muss eine Kraft in Richtung der Ge-
schwindigkeit wirken. Danach hat der Korper eine kinetische Energie Ei;,. Mathema-
tisch wird dies gelost, indem man das Produkt aus einwirkender Kraft F und dem
Wegelement dx fiir die Bewegung aufsummiert. Dies geschieht anhand des folgen-

den Integrales.
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t t R u
= ou — 1 )
W,= | Fdx(t)= ma—dx(t): muduzzmu =E,
¢
t=0 =0 0

In der SRT kann generell der gleiche Ansatz gewadhlt werden. Man ersetzt den Aus-
druck fiir den Kraftvektor F unter dem Integral jedoch direkt durch den allgemein-
glltigen Ausdruck (1.152)

I3 t t t
I p . o(mii) . om, éu orF o |
E, = Fdzzj—dzzj'—"dt:j—”—-—+ . — |dF(t
g J. F(1) ot F(1) , o 7(1) ou or ot o F(t)
=

t=0 t=0 =0

Wenn alle Vektoren parallel sind folgt

t . - t _ u
Ekmzj.%a—u-@+mua—u dF(t)z_[ am“u+mu a—u-di_ﬂ'(t):-[ am”u+mu udu
ou ot ot ot ou ot ou

t=0 t=0 u=0

Das Integral nach dem letzten Gleichheitszeichen erhdlt man durch Substitution der
Integralgrenzen.
Die Ableitung der relativistischen Masse m, nach der Geschwindigkeit u kann direkt

ausgewertet werden, wenn man die Ableitung des Lorentz-Faktors bildet

amu _a(yumO)_ ayu _ 2 C2 _ 3 U
w ou =My u =My 3 =MooV —3 (1.164)

u
2
m u m mou
_ 0 0 _ 0
E, = _[ — + udu = J. du
u=0

Das letzte Integral kann anhand einer Integraltabelle gelost werden
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u

mayu mgc mgyc 2 2 2 2 2
E., = I—Oduz 0 = 0 —moc” =y, moc” —myc” =m,cT —myc

2 2 2 2 2
_moc = ]/umoc _moc =mc _moc

und damit

2_ 2
E,, +myc” =mc

Den Ausdruck moc? bezeichnen wir als Ruheenergie. Der Energiewert mc? muss dann

gleichbedeutend mit der Gesamtenergie E, dieses physikalischen Vorganges sein.

E=mc? = E,, + moc2 (1.165)
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Im allgemeinen Fall, sind in der Ruheenergie myc? alle moglichen Energieformen ent-
halten, z.B. Warmeenergie oder chemische Anregungsenergie. Nicht zur Gesamt-

energie E zahlt die potentielle Energie des Teilchens im Feld einer dufseren Kraft.

Relativistische Gesamtenergie

E=mc* =m,c? (1.166)

Die relativistische Gesamtenergie E, ist wie der dreidimensionale relativistische Im-
puls, keine Invariante unter der LT, da die Geschwindigkeit u der tragen Masse m
und damit die Masse selbst, in verschiedenen Inertialsystemen einen anderen Wert
hat.

Wir wollen nun zwei Beispiele zur Energie-Masse-Aquivalenz untersuchen und den
Zusammenhang zwischen Temperatur, kinetischer Energie und der relativistischen

Massenzunahme genauer kennenlernen.

Erwiarmung eines Gases

Gemafs der mechanischen Vorstellung und der kinetischen Gastheorie, bedeutet eine
Erwarmung eines Gases die Erhohung der , ungerichteten” kinetischen Energie der
Gasmolekiile. Die SRT geht noch einen Schritt weiter und verbindet diese aufgrund
von (1.165), mit einer relativistischen Massenzunahme.

Fiir die relativistische Masse eines Teilchens der Ruhemasse m, mit Geschwindigkeit

u gilt bei Anwendung der Taylorndherung:

a B m _ 1 1 u2
m_mu _—2_m0 +§c_2+ ...... (1.167)

Der zweite Term in der Klammer enthdlt nach dem Ausmultiplizieren bereits die
klassische kinetische Energie:

2
u

2 T¢

E,, (1.168)
o2
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Bei der Erhitzung eines Gases ist der Temperaturanstieg direkt proportional zum

Quadrat der mittleren Geschwindigkeit aller Teilchen

T o (1.169)

und deshalb ist die relativistische Masse eines unbewegten Gases ebenfalls proporti-

onal der Geschwindigkeit der Molekiile im Gas und damit der Temperatur des Ga-

ses:
m=m, ocT (1.170)
Es folgt also
2
AE,.
m, —my ~ %mo el . (1.171)
c c
und somit
(mu —m, )CZ ~ AEkin ~ Amc2 (1.172)

Inelastischer Stof3

Wir wollen nun zeigen, dass die relativistischen Massen zweier stofsender Korper zur
Gesamtmasse einer neu entstehenden Masse beitragen konnen.
Zwei vOllig starre, gleiche Massen m, stofSen vollig inelastisch mit gleicher Geschwin-

digkeit zusammen und , verschmelzen” zu einer neuen Masse M, welche in Ruhe ist.

m x (t) —uy (tp) m

Zeitpunkt . o - - @
Zeitpunkt t,: .

Abbildung 1.64: Vollig inelastischer Stofs und relativistische Massenzunahme
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Wir wollen diesen Vorgang zunachst gemafs der Newtonschen Mechanik berechnen
und im Anschluss daran die SRT auf den gleichen StofSprozess anwenden, um die

unterschiedlichen Ergebnisse vergleichen zu konnen.
Impulserhaltungssatz der Newtonschen Mechanik
mou(t, )+ myu(t, )=0

Energieerhaltungssatz

Smgu(t, )+ mqu(t, =0+ AE,,

_ 2
= AEdiss =myu

Die gesamte kinetische Energie der Teilchen wird also , dissipiert”, das bedeutet, dass diese

in Warmeenergie umgewandelt wird.

Spezielle Relativitatstheorie (Einsteinsche Mechanik)

Wir betrachten den Vorgang aus einem Inertialsystem, das sich mit sehr kleiner Ge-

schwindigkeit -v~0, senkrecht dazu bewegt (Abb. 1.65)

v
o V-
+/T M T\
p1(ty) pa(ty)

Abbildung 1.65: Vollig inelastischer Stofs und relativistische Massenzunahme aus einem

senkrecht dazu bewegten Inertialsystem

Wir bilden nun den Impulserhaltungssatz fiir den Stofsprozess vom bewegten Sys-
tem aus, fiir die y-Komponenten des Impulses. Der Betrag der Geschwindigkeit v sei

vernachlassigbar.
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Piy(ti)+ Pay(t) = 2m,v =2y,mey = pi, (1, )+ Dy (1) =M, v = My (1.173)
=M, =2m, =2y,m,

Im Gegensatz zur Newtonschen Mechanik erkennt man, dass die, aus dem inelasti-
schen Stofsprozess entstehende neue Ruhemasse M,, sich additiv aus den relativis-
tisch bewegten Massen der StofSpartner zusammensetzt.

Es stellt sich unweigerlich die Frage, woher diese zusatzliche Masse kommt. Nach
unserem bisherigen Wissen und (1.172), muss sie aus der kinetischen Energie der

Stofspartner herriihren.

Energieerhaltungssatz

1 2, 1 2 _
Emuu(tl) +Emuu(t2) =0+ AL, (1.174)

= AE‘diss = muuz = 7um0u2
Die , dissipierte” Energie enthalt nun also die bewegten Massen der StofSpartner. Ge-
maf (1.169) und (1.170) tragt diese dissipierte Energie nun zur Erh6hung der inneren

kinetischen Energie der Molekiile der Masse M bei.
AE = Amc? =2my(y, —1)c* = AE ;. =y, mou’ (1.175)

Dies ist eine weitere fulminante Erscheinung und enthélt im Kern die Basis fiir die
Teilchenphysik. Es ist ein starker Hinweis darauf, dass sich im Rahmen der SRT
Energie- und Impuls eines Teilchens der Masse m vereinen. Die beim inelastischen
Stof3 iibertragene kinetische Energie macht sich als tatsachliche Massenzunahme be-
merkbar. Die relativistisch wirksame, zusatzliche kinetische Energie, , vergibt” also
zusatzliche trage Masse. Dieser Zusammenhang spielt in Teilchenbeschleunigern, in
denen durch Kollisionen, neue Teilchen erzeugt werden, eine grofie Rolle. Eine weit-
reichende Eigentiimlichkeit, die sich gegentiber der klassischen Mechanik von Stofien
ergibt, ist, dass die Lage des Schwerpunktes der stofSenden Teilchen (center of mass),
auch von der kinetischen Energie abhangt. (Dies werden wir zu einem spateren Zeit-

punkt nochmals genauer untersuchen)
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Grundsitzliches zur Energie-Masse-A quivalenz

Jeder Energie E kann eine Masse m=E/c? zugeordnet werden, die wegen des grofien
Divisors c?, im Allgemeinen sehr klein sein muss; aber grundsatzlich ist diese Auffas-
sung von grofiter Bedeutung. Wenn bisher in Einklang mit der Erfahrung behauptet
wurde, ein bestimmtes Stiick Materie, z.B. ein Stiick Kupfer, habe bei 0°C die gleiche
Masse wie bei 1000°C, so muss diese Auffassung bei hohen Temperaturen nun revi-
diert werden. Denn die Temperaturerh6hung kann ja nur erfolgen, indem dem Mate-
rial eine bestimmte Quantitat von Warmeenergie zugefiihrt wird. Da diese eine Mas-
se besitzt, muss der Kupferstab bei 1000°C eine grofiere Masse besitzen als der glei-
che Stab bei 0°C.

Es wére aber keine Waage genau genug, um diese Massenvermehrung nachzuwei-
sen. Ebenso muss der Licht- und Warmestrahlung, allgemein jeder elektromagneti-
schen Strahlung, Masse zugeschrieben werden. Allgemein kann gesagt werden, dass
Masse und Energie gleichartige Dinge sind, so dass die Massen direkt als gewaltige
Energieanhdufungen betrachtet werden konnen.

Bisher galten in der Physik und Chemie zwei getrennte Erhaltungssatze — fiir die
Masse und Energie — die beide aus experimentellen Untersuchungen erwachsen sind.
So wurde untersucht, ob bei einer chemischen Reaktion die Massensumme der Reak-
tionsteilnehmer vor und nach der Reaktion, die gleiche sie, und die genauesten Wa-
gungen haben niemals einen Unterschied ergeben. Dennoch muss auch diese Auffas-
sung korrigiert werden: denn jeder chemische Prozess gibt Warme ab oder nimmt
Warme auf. Im Hinblick auf E=mc?, bedeutet das aber, dass nach der Reaktion bei
Waérmeabgabe (exotherm) die Massensumme der Reaktionsteilnehmer kleiner ge-
worden ist, als sie vor der Reaktion war, und umgekehrt bei Warmeaufnahme; auch
diese Massendnderungen sind sehr klein. Es ist daher festzustellen, dass die beiden
Erhaltungssdtze der Masse und der Energie tatsdchlich in einen einzigen, z.B. den
der Energie zusammenfassbar sind. Wir werden sehen, dass der Impuls dabei inte-
griert wird. Aufgrund des grofien Faktors c? bedeutet Massen eine sehr hohe Energie,
wenn es ermoglicht wird diese direkt komplett zu zerstrahlen: Wenn es moglich
wire, ein Gramm Masse zu vernichten, so ergibe es 25*10° kWh Energie Da die Son-
ne dauernd Energie nach allen Seiten ausstrahlt, so muss sie Massen verlieren, und

zwar in jeder Minute 2,5*10" kg. Da die Sonne aber eine Masse von mehr als 10*10%
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kg besitzt, wiirde es etwa 10¥10" Jahre dauern, bis die Sonne ihre ganze Energie ver-

ausgabt hat.

Weitere experimentell bestiticte Auswirkungen der Energie-Masse Aquivalenz

1. Kein Korper der Ruhemasse my>0 kann auf Lichtgeschwindigkeit ¢ beschleunigt

werden, da man unendlich viel Energie aufwenden miisste.

2. In Atomkernen haben die gebundenen Protonen und Neutronen eine niedrigere

Energie als die freien Teilchen. Dies ist messbar durch die niedrigere Masse.

Beispiel: Alpha-Teilchen (2p + 2n).
Die Masse eines Alpha-Teilchens betragt 6,644 *10* kg. Vergleicht man dies mit der
Summe der Ruhemassen der einzelnen Bestandteile, ndmlich 2 Protonen und 2 Neu-

tronen (2p + 2n): 6,694*10%" kg, so erkennt man den Massendefekt.
3. Energie und Materie konnen direkt ineinander umgewandelt werden
Beispiel: Vernichtung von Teilchen und Antiteilchen

Beispiel: Beim Zusammenstof von Protonen hoher Energie kann ein massives Pi-

Meson erzeugt werden.

Die Energie-Masse Aquivalenz ermdglicht es, die Geschwindigkeit hochenergeti-
scher Teilchen der Geschwindigkeit u, in modernen Teilchenbeschleunigern zu be-

rechnen:

o=t 1_(m0c2]2: 1_(ﬂj2 (1.176)
u c 2

E und mc? werden oft in Einheiten MeV ausgedriickt, so dass eine angenehme FEin-

heit fiir den Impuls MeV/c ist.
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1.22.3 Die relativistische Energie-Impuls Relation

Die relativistische Masse m, der relativistische Impuls p und die relativistische Ge-
samtenergie E sind keine invarianten Grofien bei der Anwendung einer
Lorentz-Transformation. Das bedeutet, dass verschieden gleichférmig bewegte Beob-
achter (Inertialbeobachter) unterschiedliche Werte dieser GrofSen messen.

Aus der abgeleiteten Beziehung zwischen kinetischer Energie, Ruheenergie und Ge-
samtenergie, sowie dem relativistischen Impuls, lasst sich jedoch eine Relation ge-
winnen, die eine invariante Grofie ergibt. Wir wollen dies nun rein algebraisch ablei-
ten. In einem spateren Kapitel werden wir sehen, dass dieser Zusammenhang auch

direkt aus der LT folgt.

2

u
E? —p?c? = m?c* —m?u?c? = m?c* (1 — = | = m2c*y 2 = méc* = EZ
CZ

(1.177)

Daraus folgt direkt die relativistische Energie-Impuls Relation

E? —p*c? =mict = E} (1.178)

Die Form der Berechnung der Energie-Impuls Relation erinnert an das Analogon ei-
nes rechtwinkligen Dreiecks, in der E die Hypothenuse darstellt. Diese Analogie ist
nicht nur zufallig, sondern stellt so etwas wie die Anwendung des Satzes des Pytha-
goras in der SRT dar.

Diese Energie-Impuls Relation ist auch fiir Teilchen mit Ruhemasse gleich Null (z.B.
Photonen oder Neutrinos) giiltig. Sie bildet den Ausgangspunkt fiir die relativisti-

sche Quantenmechanik, die in der Dirac-Gleichung ihren Ausdruck findet.
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Die Energie-Impuls Relation fiir ruhemasselose Teilchen

Die relativistische Energie-Impuls Relation (1.178) ist fiir alle Teilchen giiltig, auch
tiir ruhemasselose Teilchen, wie das Photon oder Neutrino. Fiir diese gilt jedoch auf-

grund der fehlenden Ruhemasse

E =\mic* + p*c* = pc (1.179)

Viele Phanomene elektromagnetischer Wellen (z.b. Licht, Radiowellen, Rontgenstrah-
len), konnen nur im Teilchenbild oder aber nur im Wellenbild beschrieben werden.
Erst die relativistische Quantenelektrodynamik (QED: Feynman) ergibt ein geschlos-
senes Bild und die Aufhebung des Welle/Teilchen Dualismus. Wir wollen den Beginn
dieser Entwicklung kurz nachzeichnen. Der Zusammenhang zwischen Periodizitat
(rdumlich und zeitlich) sowie der Ausbreitungsgeschwindigkeit einer beliebigen
Welle wird beschrieben durch (1.29) c=Af.

Anfang des 19. Jahrhunderts hat man festgestellt, dass elektromagnetische Wellen
Energie nur in kleinsten Portionen abgeben konnen (Strahlungsspektrum glithender
Korper --> Plancksches Strahlungsgesetz). Max Planck konnte damit eine Verbindung
zwischen Teilchen- und Wellenbild herstellen. Die Energie eines Photons (keine Ru-

hemasse) bemisst sich demnach zu:
E=h-f (1.180)

Setzt man dies in (1.179) ein, dann kann man auch ruhemasselosen Teilchen einen

Impuls zuweisen:

E_H _

pE_W _ (1.181)

h
c c A

Die Relativitatstheorie stellt also eine Verbindung zur Quantentheorie her. Da der
Impuls ein Vektor ist, ist die Richtung von p gleich der Ausbreitungsrichtung der
Welle. Dies entspricht der Richtung des Wellenvektors k, welcher senkrecht auf den
Wellenfronten steht.
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1.22.4 Transformation von Energie und Impuls

Der fundamentale Zusammenhang zwischen Energie- und Impuls wird in der SRT
erreicht, wenn man berticksichtigt, dass die Grofsen Energie E und Impuls p, der LT
unterworfen werden miissen.

Ein Korper bewege sich mit Geschwindigkeit u im Inertialsystem S. Das Inertialsys-
tem S' bewege sich in Bezug auf S, mit Geschwindigkeit v. Alle Geschwindigkeiten u,
u' seien parallel zur Richtung von v. Der allgemeine Fall, dass Teilchengeschwindig-
keit u und Relativbewegung v verschiedene Richtungen haben, wird spater berech-
net. Wir verwenden nun wieder den Index ,u” zur Kennzeichnung relativistisch be-
wegter Grofien. Das Inertialsystem S' bewege sich in Bezug auf S mit v in x-Richtung.
Ein Teilchen der Ruhemasse m, bewege sich in beliebige Richtung mit u bzw u' in S
bzw. S'.

InS InS'
(1.188)
u, u',
u= u, u'= u',
u, u',
L _ e (1.189)
p=mu=y,myu p=mu=y, myu
1.190
E=mc* = }/umoc2 E'=m'c? = v m002 ( )

Man sieht sofort, dass die Ruhemasse eine Invariante ist, nicht jedoch die bewegte
Masse, weil die Lorentz-Faktoren keine invarianten Grofien sind vy, # v'. . Fiir die
Herleitung der allgemeingiiltigen Transformationsformeln ist es wichtig zu erken-
nen, dass yu# Y'u.

Der Zusammenhang zwischen den Lorentz-Faktoren in S und S', kann mit der relati-
vistischen Geschwindigkeitsaddition hergeleitet werden. Wir berticksichtigen, dass
sich fiir S die Komponenten der Geschwindigkeit u' folgendermafien berechnen las-

sen (linke Spalte Formeln1.101-1.102)
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Hiermit berechnen wir u'? und sehen, dass folgende Hilfsrechnung fiir die weitere

Berechnung niitzlich ist

vu,\ 2|1
u'? = (1 - —x) [? (5 +uZ) + (ux — v)zl =
v

2
vu,\ "2 v?
=(1—C—2x) Kl—c—z) (uz—u£)+u§:+v2—2vux] =
2 2.2 .22
c v2u?  viu
— (uz - N 2vux) =

(C _ vux)z c? c?
c

G SR U
c? [1_vuxj2 7v2 73
o2

Dies ermoglicht es uns, den wichtigen Zusammenhang zwischen den nicht-invarian-

ten Lorentz-Faktoren zu berechnen. Fiir einen Inertialbeobachter in S gilt:

’ vu
Yuw=7Yu ']/v(l_ Cz j (1.191)

Unter Anwendung der LT fiir den Lorentz-Faktor (1.191) und der Formel fiir die rel.

Geschwindigkeitsaddition fiir die x- Richtung, erhélt S und zwar in x-Richtung:
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, ., vu, | u,—v E
Px=myy U, =myY,  Yu 1- 2 | :7v(m07u”x_m07’uv):7’v Px —V—
C l_vux C

2
C

Fiir die beiden Komponenten senkrecht zu v, p'y und p', erhélt S in S' damit:

' _ ' ' _ 1 VU, 1 u)’:z _ _
py,z_moyu'uy,z_moyu'yu - C2 .7‘, (1 Vuxj_myuuy,z _py,z

Wie immer erhdlt man aus p'x die ungestrichenen Groéfien, wenn man das Vorzeichen
von v umkehrt. Wenn wir p'x mit der Lorentz-Transformation fiir die Raumkoordi-

nate x' (1.69) vergleichen,

x" =y, (x — vt)

dann sehen wir, dass p die Rolle von x einnimmt und E/c? die Rolle von t.

Mochte man also den Impuls in einem anderen System berechnen, so muss man den
im eigenen System gemessenen Impuls und die Energie nach obiger Formel mit dem
Lorentz-Faktor verrechnen.

Analog zu unserer Schlussfolgerung bei der Lorentz-Transformation, diirfen wir jetzt
schliefsen, dass Impuls- und Energie nicht unabhdngig voneinander sein konnen,

sondern sich zu einer neuen Identitat vereinen.

Fiir die Energie erhdlt man analog;:

E'=myc’y', = moc%m(l —%J =y, (E-vp,)

Da die LT wechselseitig symmetrisch ist, erhdlt man die Transformationsformeln fiir
S', indem man -v verwendet und die , ungestrichenen” Groflen durch ,gestrichene”

Grofden ersetzt.
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Wir verwenden die Abkiirzung (.=v./c=v/c und bringen die Formeln in eine Form,
die sich als sehr niitzlich fiir die spatere 4-dimensionale Formulierung erweist. Nut-
zen wir die Symmetrie der LT aus, dann konnen wir die Transformationsformeln fiir
die Energie und den Impuls wie folgt zusammenfassen, wenn die Relativbewegung

zwischen S und S' in x-Richtung stattfindet:

Fir S Fir S
. e (1.192)
_:7v(__ﬂx'pxj _:yv(_-’_ﬂx'p!xj
C C C C

i . (1.193)
p,x:yv(px_ﬂx'_j px:yv(p,x+ﬂx'_j

C C
Ph-=Py: Py, =D, (1.194)

So wie wir bei den Raum- und Zeitkoordinaten festgestellt haben, dass diese eine
machtige invariante Identitat in der SRT bilden, namlich das Raum-Zeit-Intervall, so
konnen wir nun davon ausgehen, dass Energie- und Impuls ebenso eine Invariante
bilden. Dies ist die invariante Energie-Impuls Beziehung (1.178), die wir im Abschnitt
1.22.3 bereits algebraisch hergeleitet hatten. Uns ist dabei aufgefallen, dass der Aus-
druck an die Form des pythagoreischen Satzes erinnert. Setzt man in (1.178) die ab-
geleiteten Transformationsformeln fiir den Impuls p und E/c? ein, so sieht man, dass
die Energie-Impuls Relation tatsachlich eine invariante Grofie ist und den gleichen
Wert fiir alle Inertialbeobachter ergibt.

Diese ,,Uberraschungen” sind keine Zufélle, denn es zeigt sich, dass eine vollstindige
Beschreibung der SRT, erst in einem geometrischen 4 dimensionalen Raum mit nicht-
euklidischer Geometrie moglich ist.

In diesem 4-dimensionalen Raum, welcher auch Raumzeit oder Minkowski-Raum
genannt wird, bilden zum Beispiel die raumlichen Koordinaten x,y,z und die Zeit t
einen einzigen 4-dimensionalen Ortsvektor, dessen Komponenten beim Wechsel der
Beschreibung von Vorgangen in anderen Inertialsystemen der LT unterworfen wer-
den. Wie wir nun gesehen haben, scheint es daher auch moglich zu sein, aus dem 3

dimensionalen relativistischen Impuls p und der relativistischen Energie E einen 4
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dimensionalen Vektor zu bilden.

Die Definition eines Vektors ,lebt” ja geradezu von seinen Transformationseigen-
schaften. Und wie wir gesehen haben, erfolgt diese fiir den relativistischen Impuls p
und die Energie E analog zu den Raum- und Zeitkoordinaten. Wir werden diese Ide-
en im dritten Teil des Buches weiterverfolgen, in dem wir uns mit der Anwendung

von 4-Tensoren in der SRT beschaftigen.
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1.22.5 Relativistische Teilchenbewegung

Der relativistische Impulssatz zusammen mit der invarianten Energie-Impuls Relati-
on ermoglichen es, relativistische Teilchenbewegungen zu analysieren. Der Impuls

eines Teilchens mit zeitlich variabler Geschwindigkeit ist:
DP(t) =Yy ymou(t)
Wir l6sen das nach der Geschwindigkeit auf

Yuce )Mo

Wendet man die Beziehung E=mc?>=ymoc? und die Energie-Impuls Relation (1.178) an,
dann erhalt man eine Bewegungsgleichung, die bei bekanntem zeitlichen Verlauf des

Impulses geldst werden kann:

2
Ey+pc

Wenn die Anfangsbedingungen der Bewegungen bekannt sind, kann diese Glei-

chung integriert werden um den Ortsvektor zu erhalten.

Horizontaler Wurf

Ein Massenpunkt der Ruhemasse m, bewege sich in der xy-Ebene unter dem Einfluss

der konstanten Kraft
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Die Kraft wirke ab t=0. Der Anfangsimpuls bei t=0 sei:

Do
p(t=0)=|0
0

Fiir den zeitlichen Impulsverlauf folgt also wegen der konstanten Kraft in y-Rich-

tung, mit
F= J' Bt
der Impuls

Po
p(t)=|F-t = p’=F?
0

Dies ergibt allgemein fiir den Geschwindigkeitsverlauf eines Teilchens, mit Anfangs-
impuls in x-Richtung, auf das eine Kraft in y-Richtung wirkt bei Anwendung von
(1.195):

Po
2
< Ft

i(t)=
VE; +F*t%c? |

Unter den Anfangsbedingungen r,=0 und

x(t)
F(t)=|y(t)
0

ergibt sich folgender Bewegungsverlauf in x- und y-Richtung

x(t) = 20C gippt €EL (1.196)
F 0

2
_Eo|_ cFt 1.197
y(t) F{ 1+ l+(EoJJ ( )
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Damit erhalt man fiir die x-y Bahnbewegung

y(x)= ﬂ(—1+coshﬂj (1.198)
F PoC
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1.22.6 Doppler-Formel mit SRT und Quantenphysik

In Kapitel 1.18, haben wir den longitudinalen und den transversalen Doppler-Effekt
fiir Elektromagnetische Wellen bereits hergeleitet. Mit den Kenntnissen, die in den
vorhergehenden Abschnitten 1.22.4 und 1.22.5 erarbeitet worden sind, ist eine weit-
aus elegantere und kompaktere Ableitung eines allgemeingiiltigen Doppler-Gesetzes
moglich.

Im Laborsystem S misst man fiir die Frequenz des Lichtes eines in beliebiger Rich-
tung bewegten Senders, die Frequenz f und als Richtung wird ein Winkel O gegen
die x-Achse gemessen.

Im Laborsystem S erhalten wir anhand der Transformationsformeln fiir den Impuls
und die Energie, die S' anwenden muss, folgende Zusammenhange. Wir beachten

dabei, dass die Energie eines Photons E=hf ist und der Impuls p=E/c.

Impuls
Py = Ecos&' = ]/V(hf cos 9’+v%j
c c c
p,=pr,= Esing = zSil’ll9'
c c
p.=p'.=0
Energie

E=hf=y, (hf’+v LA cos 3’)
c
Diese Gleichungen lassen sich durch kiirzen und ausmultiplizieren vereinfachen:

fcos8 = ]/Vf'(cos I+ XJ (1.199)

[

fsin9 = f'sin9 (1.200)

f=vof (1 + gcosﬁ')
(1.201)
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Wir dividieren den Ausdruck in (1.199) durch (1.201) und erhalten damit die allge-

meingiiltige Doppler-Formel:

v
cos 9+ —

cos §=——- (1.202)

v
1+ —cos 9
c

Ein ganz dhnliches Ergebnis haben wir bei der Herleitung der Aberration des Stern-
lichtes erhalten. Das heifst also, dass sich nicht nur die Frequenz gemafs dem Dopp-
ler-Effekt andert, sondern dass sich ein Lichtstrahl fiir verschiedene Inertialbeobach-
ter auch in verschiedene Richtungen bewegt. Im Ruhesystem der Lichtquelle (Sen-
der) wird jeder Beobachter, egal an welchem Ort er sich befindet, die gleiche
Frequenz messen. Im Laborsystem wird die Frequenz jedoch vom Winkel § abhan-
gen, welchen das Licht mit der Richtung bildet, in der sich die Quelle zu bewegen

scheint.
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1.22.7 Der Compton-Effekt

Bei einem Experiment 1922 bestrahlte Arthur Compton einen Graphit-Block mit
hochenergetischer monochromatischer Rontgenstrahlung. Das iiberraschende Ergeb-
nis war, dass mehr Rontgenstrahlung gestreut wurde, als erwartet und, dass die ge-
streute Rontgenstrahlung eine hohere Wellenldnge aufwies A, als die einfallende
Strahlung A;. Ein weiteres Ergebnis war, dass auch Elektronen unter einem bestimm-
ten Winkel @ detektiert werden konnten. Die Verschiebung der Wellenldnge trat nur
dann auf, wenn auch Elektronen detektiert wurden. Beide Beobachtungen waren mit
der Vorstellung unvertréaglich, dass eine elektromagnetische Welle an freien Elektro-
nen (Thomson-Streuung), oder an gebundenen Elektronen (Rayleigh-Streuung) ge-
streut werden, denn dann wiirden die Elektronen mit der Frequenz der einfallenden
Welle schwingen und eine Welle mit unveranderter Frequenz aussenden.

Als Compton-Effekt bezeichnet man daher die Vergrofierung der Wellenlange eines
Photons bei der Streuung an einem Elektron.

Abbildung 1.66 zeigt schematisch den Aufbau des Experimentes.

~/
Detektor

Gestreute
‘ Rontgenstrahlun

Bragg-Kristall

P transmittierte Strahlung

Rontgenquell

Graphit
Blenden Block e : Elektronen

Abbildung 1.66: Schematischer Versuchsaufbau zum Compton-Effekt
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Die Wellenldngenverteilung dieser langwelligen Streustrahlung hangt stark vom
Streuwinkel ® ab (siehe Abbildung 1.67). Hier ist die Wellenldnge gegen die Intensi-

tat bei verschiedenen Streuwinkeln © dargestellt.

Abbildung 1.67: Schematische Darstellung der Versuchsergebnisse zum Compton-Effekt

Die korrekte Deutung dieses Effektes funktioniert nur, wenn man die Erkenntnisse
der SRT mit Prinzipien der Quantenphysik verbindet: Es findet ein elastischer Stofs
zwischen einem Rontgenphoton der Energie hf und dem Impuls E/c, mit einem
schwach gebundenen Elektron des Streumaterials, welches die Ruheenergie m.c? auf-
weist, statt (Abb. 1.68). Im Folgenden wollen wir den Compton-Effekt anhand von
relativistischer Energie- und Impulserhaltung berechnen. Grofien mit Index ,, 1" gel-
ten zum Zeitpunkt t; vor dem Stofs des eintreffenden Rontgenphotons, Grofien mit
Index ,,2” zum Zeitpunkt t, nach dem Stofs.

Grofsen mit Index ,e” bezeichnen Energie- und Impuls des (,,herausgelosten”) Elek-

trons. Grofsen mit Index ,, ph” bezeichnen Energie- und Impuls des Rontgenphotons.
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A py=E,/c=h/2,
Rontgenphoton

A, p=E/c=h/2 @)

Abbildung 1.68: Schematische Darstellung zur Erklarung des Compton-Effektes

Energieerhaltung

E (t)+E(4)=E,(t,)+E.(t,)

B, +moc? = hf, +(p2e? +m2ct) (1.203)
m, bedeutet die Ruhemasse des Elektrons.

Impulserhaltung

ﬁph(tl):ﬁph(tZ)-i_ﬁe(tZ) (1204)

Wir werten dies fiir die x- und y-Komponente mit Hilfe von (1.181) separat aus.

h
x-Komponente: wil = ﬁcos O+ p,cos® (1.205)
c c
" oWy
y-Komponente: 0 = —=5in® — p,_, sin ® (1.206)
c

Aus (1.204) folgt durch umstellen und quadrieren eine niitzliche Hilfsrechnung

pez(tz): pf)h(tl)—l— plzjh(tz)—prh(tl )pph(t2)00s® (1.207)
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Multiplikation der Gleichung (1.207) mit c? und einsetzen von ppi(ti)c = hf; liefert

(pocf = (1f, ) + (s =21 f; f, cos© (1.208)

Nun nehmen wir unser vorhergehendes Ergebnis aus dem Energieerhaltungssatz

(1.203), quadrieren die Gleichung und losen sie nach (p.c)? auf:

(pe€)* = (hfi — hfy + mec®)* —mic?
(1.209)

Wenn wir nun die Gleichungen (1.208) und (1.209) gleichsetzen und umformen, dann

erhalten wir zunachst den Zusammenhang

2hfim,c? — 2hfom.c? = 2h*f, f,(1 — cosO)

und daraus die Compton-Streuformel:

L L) o= coso) 12 (1.210)
iy )\, e
Wir konnen mittels c=Af auch nach der Wellenldnge auflosen
Ay =2 =ty)=Aty) = L(l —cos®)=4,(1-cos®) (1.211)
m,c

h -
Der Wert A, =——=2,42-10"?m heift Compton-Wellenlinge bei Streuung an
m,c

Elektronen. In diesem Fall, haben alle Photonen, die mindestens unter ©=90° ge-
streut werden, mindestens diese Wellenldnge. Sie ist gleich der Wellenlédnge der An-
nihilationsstrahlung. Erstmals wurde der Compton-Effekt an Elektronen beobachtet.
Diese Compton-Streuung (nach Arthur Compton) ist ein wichtiger Ionisationspro-
zess und der dominierende Wechselwirkungsprozess energiereicher Strahlung mit
Materie fiir Photonenenergien zwischen etwa 100 keV und 10 MeV.

Wenn die Riickstofienergie der getroffenen Elektronen geniigend grofS ist, dann kann

das Elektron das bindende Atom bzw. Gitter verlassen. Das Elektron ist dann frei
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und man beobachtet die Wellenlangenverschiebung der gestreuten Strahlung. Aber
sogar bei hohen Energien der Rontgenstrahlung wird die Riickstofienergie des Elek-
trons vom Atom bzw. dem Gitter aufgenommen. Aus diesem Grund ist die gestreute
Strahlung oft nicht in der Wellenldnge verschoben, da ein schweres Atom oder das
Atomgitter der RiickstofSimpuls aufnehmen konnen, ohne dabei eine grofie kineti-
sche Energie zu erhalten. Wenn niederenergetische Photonen (Licht, Radiowellen) an
Materie gestreut werden, dann konnen die Elektronen als fest gebunden angenom-
men werden. Der RiickstofSimpuls wird dann vollstindig vom Atom bzw. Gitter ab-
sorbiert. Es tritt keine Wellenverschiebung des gestreuten Lichtes ein. Bei niedrigen
Energien greift das klassische Thomsonsche Oszillatormodell fiir die Streuung des
Lichtes an Materie.

Im hochenergetischen Fall, den wir soeben berechnet haben, wird jedoch klar, dass
die Wechselwirkung von Photonen die im inneren von Materie mit gebundenen

Elektronen wechselwirken, nur mit SRT und Quantenphysik erkldrt werden kann.
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1.22.8 Grundlagen der Teilchenphysik

Betrachten wir Energie und Impuls eines Teilchens in einem Inertialsystem S und in
einem Inertialsytem S', so erhalten wir aufgrund der unter LT invarianten Ener-

gie-Impuls Relation (1.178):

2 12
E_z_p2 _ E2 = mic (1.212)
c c

Man beachte, dass im letzten Ausdruck, nur die Ruhemasse im System S gemeint
ist. Diese muss in S' nicht ruhen. In der Relativitatstheorie miissen dariiberhinaus der
Impulserhaltungssatz und der Energieerhaltungssatz, wenn Sie relativistisch formu-
liert werden ebenfalls gelten. Sie gelten jedoch nur innerhalb eines Inertialsystems. Es
ist darauf zu achten, dass im Impulserhaltungssatz im Allgemeinen Fall beliebiger
Teilchenreaktionen, bei denen neue Teilchen entstehen konnen, ein Korrekturterm
eingefithrt werden muss (Dazu spater mehr). Dies haben wir bereits beim voéllig in-
elastischen Stof3 2er gleicher Massen mit gleicher Geschwindigkeit gesehen. In einem
geschlossenen System aus n Teilchen muss deshalb der Impulserhaltungssatz wie

folgt gelten

D Bilt)= Bilts)+ Brag (1.213)

Im Fall des vollig elastischen Stofses ist der Feld-Term gleich null. Der allgemeingtilti-

ge Energieerhaltungssatz lautet

Y E()=) E(t) (1.214)

Beide Erhaltungssdtze gelten nur innerhalb eines Inertialsystemes und miissen fiir
ein anderes Inertialsystem entsprechend den Formeln (1.192)-(1.194) transformiert
werden.

Fiir ein Teilchenkollektiv aus n-Teilchen, konnen wir die Energie-Impuls Relation
(1.212) fiir den Zustand zu einem Zeitpunkt folgendermafien nutzen, um eine allge-

meingiiltige Relation fiir zwei Inertialbeobachter zu erhalten:
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ﬂ - (Zp" (1, ))2 - M _ (Zpri (t ))2 _ (Z m,-o)zcz (1.215)

c

Im letzten Ausdruck sind die Ruhemassen der beteiligten Teilchen im System S ge-

meint, diese miissen in S' jedoch nicht mehr ruhen.

Relativistisches Schwerpunktsystem

Das Schwerpunktsystem ist ein Koordinatensysten, das sich beziiglich des Laborsys-
tems (S: in welchem experimentiert wird, das gegeniiber dem Schwerpunkt eines
Teilchenkollektivs ruht) mit der exakt gleichen Geschwindigkeit wie der Schwer-
punkt eines Teilchenkollektives bewegt (vsp). Der Ursprung dieses bewegten Koordi-
natensystems wird dabei in den Schwerpunkt des Teilchenkollektivs gelegt. Es bietet
den Vorteil fiir die Erklarung von Teilcheninteraktionen wie z.B. Stofien, da der Ge-
samtimpuls (vektorielle Summe) der beteiligten Massen zu jeder Zeit (vor, wie nach
einem Stof3, oder Reaktionsvorgang), wenn ihre Geschwindigkeit eben beziiglich des
Schwerpunktes gemessen werden, stets 0 ist. Wir bezeichnen das Schwerpunktsys-
tem mit S".

Um die entsprechenden relativistischen Ausdriicke im Laborsystem zu erhalten, ge-
hen wir zunachst vom Schwerpunktsystem aus und berechnen danach den relativis-
tischen Ausdruck fiir den Impuls eines Teilchenkollektivs im Laborsystem S.

Wir betrachten zunachst nur eine Bewegungsrichtung des Teilchenkollektives in x-
Richtung.

Im Schwerpunktsystem S' ist der Gesamtimpuls in x-Richtung dann stets 0. Wir nut-

zen das Transformationsgesetz fiir Impuls/Energie (1.192)-(1.194) und erhalten:

0= Zp,ix =V {Zpix - %ZEJ (1.216)
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Das Schwerpunktsystem (d.h. auch der Schwerpunkt im Ursprung) bewegt sich mit
Vs, gegeniiber dem Laborsystem.

Im Laborsystem S erhalten wir dann den vektoriell giiltigen Zusammenhang zwi-
schen der Bewegung des Schwerpunktsystems und dem Gesamtimpuls mit Hilfe von

p=mv=vE/c? folgendermafien:

2
P = e Zpl_ (1.217)

2F

Wie im Fall der klassischen Mechanik, nutzt man auch im relativistischen Fall das

Gedankenbild eines dquivalenten Teilchens, das die Gesamtmasse in sich vereint und
sich im Ursprung des Schwerpunktsystems befindet (also im Schwerpunkt selbst). Es
bewegt sich dabei mit vsp gegen das Laborsystem. Es gilt dann analog zur klassi-

schen Mechanik:

Zﬁ - (Zm) YoV (1.218)

Setzen wir (1.218) in (1.217) ein, dann konnen wir fiir die bewegte Masse des dquiva-

lenten Teilchens beziiglich des Laborsystemes schreiben

S - ZE2 ~ (Zm),, (1.219)

j/spc

Das tiberraschende ist also, dass die Masse des dquivalenten Teilchens im Schwer-
punkt (das alle beteiligten Massen reprasentiert) nicht die Summe der Ruhemassen
ist. Die Relativistische Energie des dquivalenten Teilchens im Schwerpunkt entspricht
der Gesamtenergie des Teilchenkollektivs beziiglich des Laborsystems. Das dquiva-
lente Teilchen mit Masse gemaf3 (1.219), hat den gleichen Impuls wie es dem Gesam-
timpuls aller Teilchen beziiglich des Laborsystems entspricht. Im Schwerpunktsys-
tem S' selbst, ist das dquivalente Teilchen dagegen in Ruhe. Seine Ruhemasse ist da-
her:

(Z’",-)O _ ZE (1.220)

2
c
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Die Gesamtenergie ist hier die Summe der Energien im Schwerpunktsystem.

Beispiel: Wenn sich ein Gastank gegeniiber dem Laborsystem S in Ruhe befindet,
dann ist das Laborsystem das System in dem sich auch der Schwerpunkt der Gasteil-
chen in Ruhe befindet. Wenn dem System Energie hinzugefiigt wird, dann folgt aus
der gerade eben abgeleiteten Gleichung (1.220), dass die dquivalente Masse des Teil-

chenkollektivs sich folgendermafien geandert haben muss:

A(Zm,-)o _ AZE,. (1.221)

2
c

Alle Experimente haben bisher gezeigt, dass jede Form von Energie die Aquivalenz-

masse des Teilchenkollektives gemafs Gleichung (1.221) beeinflusst.

Im Schwerpunktsystem ist der Gesamtimpuls gleich 0. Wir wenden dies auf (1.215)

an und erhalten den fiir Teilchenstof3e niitzlichen Zusammenhang

T R pi(t)) =
c

( E,-(rl))z_( i > e )f (1.222)

Weitere Beispiele:

1. Wenn ein Neutron und ein Proton zusammen ein Deuteron (Kern des Deuteriums)
bilden, das eine stabile Konfiguration negativer potentieller Energie darstellt, dann
ist die Masse des Deuterons kleiner, als die Summen der Massen der getrennten Teil-

chen.

2. Wenn ein Gas erhitzt wird, dann wird den Gasmolekiilen kinetische Energie iiber-

tragen und die Gesamtmasse des Teilchenkollektivs wird vergrofiert.

3. Ein System das aus vielen Protonen und Neutronen besteht (Kern eines Atoms)
kann seine Konfiguration dndern (Radioaktivitit) und Subsysteme bilden (Fissi-
ons-Fragmente). Die Masse der Fragmente ist geringer als die Masse des Ausgangs-
teilchens. Die Fragmente erhalten jedoch zusitzliche kinetische Energie, die genau

der Massendifferenz entspricht. Dies ist die innere kinetische Energie beziiglich des

168



1.22.8 Grundlagen der Teilchenphysik

Schwerpunktes, welche dann in Form von Warme in Nuklearreaktoren oder Atom-

bomben dissipiert wird.

4. Die kinetische Energie schnell bewegter Teilchen kann auch in Strahlung umge-
wandelt werden, oder einem anderen System Masse verleihen, wie es im Fall der Er-

zeugung von Pionen aus schnell bewegten Protonen geschieht.

5. So wie wir hier die Masse definiert haben, ist es nicht moglich, die Masse eines Ele-
mentarteilchens zu dndern, da es in den experimenten zur Bestimmung der Massen
der Elementarteilchen das Ziel ist, die Ruhemasse des Teilchens zu bestimmen. Die
Elementarteilchen befinden sich also in Ruhe gegeniiber dem Labor. (z.B. Oltropf-

chenversuch von Millikan)

Ruhemasselose Teilchen

Teilchenkollektive, die keine Ruhemasse besitzen (Photonen die sich nur in eine
Richtung bewegen, oder aquivalent dazu ebene elektromagnetische Wellen), konnen
zwar eine betrédchtliche Energie aufweisen. Es ist jedoch nicht moglich, ein Schwer-
punktsystem anzugeben, da es kein Koordinatensystem gibt, beziiglich dessen der
Impuls verschwinden wiirde. Dies riihrt von der Tatsache, dass c in allen Inertialsys-
temen gleich ist. Aus der Energie-Impuls Beziehung folgt, dass der Impuls nach

(1.181) berechnet werden muss.
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1.22.9 Teilchen-Antiteilchen Prozesse

Wenn Energie von einer Form in eine andere umgewandelt werden kann, dann stellt
sich aufgrund der Energie-Masse Aquivalenz die Frage, wie irgendeine Form von
Stabilitdt in diesem Universum erreicht wird. Es muss also einige Einschrankungen
bei diesen Verwandlungsprozessen geben. In der physikalischen Beschreibung wer-
den solche Prinzipien oft als Erhaltungssatze beschrieben. Einer dieser wichtigen Er-
haltungssatze betrifft die elektrische Ladung und besagt, dass die gesamte elektri-
sche Ladung im Universum konstant sein muss.

Das bedeutet zum Beispiel, dass ein einzelnes Elektron nicht einfach verschwinden
kann und seine Energie an Photonen abgeben kann.

Aber ein Positron ist ein elektrisch positiv geladenes Teilchen und ansonsten iden-
tisch zum Elektron. Ein Elektron-Positron-Paar kann sich tatsdchlich in Photonen ver-
wandeln oder aus Photonen gebildet werden ohne den Erhaltungssatz der elektri-
schen Ladung zu verletzen. Die Ruhemasse eines Elektrons me , in Energie-Einheit
ausgedriickt, betragt 0,5108 MeV. Ein Elektron-Positron Paar welches in Ruhe ist im
Laborsystem, kann sich gegenseitig vernichten, indem ein Paar Photonen gleicher
Energie entsteht, die aufgrund des Impulserhaltungssatzes in genau entgegengesetzt

gleiche Richtung davonfliegen. Die Energie jedes dieser Photonen betragt dann:

E,, =hf =m.* =05108MeV

m, entspricht hierbei der Ruhemasse eines Elektrons bzw. Positrons. Positronen wer-

den z.B. im Beta-Zerfall emittiert

64 64 57+ +
25 Cu— 5 Ni+ 3

Wenn Positronen aus einer solchen radioaktiven Quelle an eine Stelle geschossen
werden, an der viele Elektronen sind, z.B. in einem Kupfer-Block, dann werden sie in
Ruhe gebracht. Die Weglange der Positronen in Kupfer betragt ungefahr 300pum. Im
Experiment erhdlt man, dass monochromatische Gammastrahlung entsteht. In ande-
ren Experimenten zeigt sich, dass pro Positron, 2 Photonen in exakt entgegengesetz-
te Richtungen davonfliegen.

Im umgekehrten Fall ergibt sich, dass sich ein einzelnes Photon nicht einfach in ein
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Elektron-Positron-Paar im freien Raum verwandeln kann. Die Forderung der Ener-
gieerhaltung ist hier nicht ausreichend. Der Impuls muss auch erhalten bleiben. In
solch einem Prozess ware das nicht der Fall. Wenn wir den Vorgang der Paar-Pro-
duktion nur im Schwerpunktsystem des erzeugten Paares betrachten, ware der Ge-
samtimpuls 0. Da sich aber Licht in allen Inertialsystemen mit c ausbreitet, kann der
Impuls des Photons nicht 0 sein.

Die Impulserhaltung verbietet also die Paar-Produktion im freien Raum, aber die
Paar-Erzeugung kann in der Umgebung eines dritten Teilchens stattfinden, dessen
Riickstofs den Impuls erhalten kann. Die Paar-Produktion findet iiblicherweise in der
Nahe von Atomkernen statt.

Aufgrund der Energieerhaltung kann die Paar-Produktion nicht bei Photonenenergi-
en stattfinden, die unterhalb der Summe der Ruhemassen-Energie (Ruheenergie) der
beiden Teilchen liegen.

Ein sehr beeindruckendes Beispiel der Energie/Masse Aquivalenz ist die Paar-Erzeu-

gung, bei der aus einem Gammaphoton ein Elektron und ein Positron entsteht:

y(Photon) — e+e
Die notwendige Energie des Photons ist

E phoron 2 2m,c =102.MeV

Die Erzeugung eines Elektron-Positron-Paares aus einem energiereichen Photon wur-
de 1933 als erster Paar-Bildungsprozess experimentell durch Irene Curie und
Frédéric Joliot nachgewiesen. Diese Paarbildung stellt einen wichtigen Prozess der
Wechselwirkung von Photonen mit Materie dar. Sie fiihrt z. B. in Blasenkammern zu
charakteristischen Spuren. Man unterscheidet zwei Félle: Die Paarbildung kann
durch Wechselwirkung eines Photons mit dem elektrischen Feld eines Atomkerns,

oder eines Hiillenelektrons stattfinden.
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1.22.10 Proton-Antiproton Paar-Bildung

Das Antiproton wurde erstmals 1955 im Lawrence Berkeley National Laboratory mit
einem Protonenstrahl von 6,3 GeV, der auf ein Kupfertarget traf, kiinstlich erzeugt.
Die im Schwerpunktsystem verfiigbare Energie reicht gerade zur Nukleonenpaar-Er-
zeugung (Proton und Antiproton), so dass das Antiproton sich nur langsam bewegt.
Die magnetische Ablenkung von Teilchen negativer Ladung erlaubte ein , Aussortie-
ren” der Antiprotonen. Aus der Impuls- und Geschwindigkeitsanalyse in zwei Szin-
tillationszahlern ergab sich der Nachweis, dass negativ geladene Partikel mit Proto-
nenmasse entstanden waren: Die Unterdriickung des Mesonenuntergrundes erfolgte
durch geeignete Koinzidenzschaltungen.

Wir wollen nun den Prozess relativistisch vereinfacht berechnen. Dieser diene als
beispielhafte Berechnung eines 2-Korper Stofses, bei denen 1 StofSpartner zu Beginn
in Ruhe ist. Wir werden feststellen, dass es notwendig ist, den Vorgang im Schwer-
punktsystem ebenfalls zu berticksichtigen.

Proton p1 trifft im Laborsystem S mit hoher Energie Ey;; auf das ruhende Proton p2.

Bei geniigend hoher Energie entsteht ein zusitzliches Proton-Anti-Proton Paar pp

,Pp” mit oder ohne Index steht fiir Proton. In Abbildung 1.69 ist der Prozess schema-

tisch dargestellt.
N Exin1 pr  (ruht)
vorher, tq: e ®
pl._______—'
P o>Pp
nachher, to: P o—p

Pz.\

Abbildung 1.69: Schematische Darstellung zur Proton-Anti-Proton Paar-Bildung
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Fiir die Erzeugung 2er zuséatzlicher Massen mit jeweils der Masse eines Protons, soll-
te gemafl dem Energieerhaltungssatz das Proton 1 mindestens folgende kinetische

Energie mitbringen

Epyy =2m,c* =188..GeV

Das Proton-Anti-Proton Paar ware nach dieser Hypothese nach der Erzeugung in
Ruhe gegeniiber dem Labor. Diese Energiemenge reicht jedoch fiir den Laboranten
aufgrund der Relativitatstheorie nicht aus. Wir formulieren nun den Energieerhal-
tungssatz und den Impulserhaltungssatz im Laborsystem S, in dem das Proton 2
ruht. Die Indizes in den Energie- und Impuls-Termen stehen fiir die Teilchennum-
mern.

Bei der Energieerhaltung miissen sowohl die Ruheenergie, als auch zusatzliche kine-

tische Energie, sofern vorhanden, beriicksichtigt werden.

Energieerhaltung im Laborsystem S

D Ei(t) = 2my€® + Eypin(tr) = 4mpc? + By (£2) = ) Ei(ty)

(1.223)

Impulserhaltung im Laborsystem S
Zﬁi(t1)=2ﬁ,-(t2)=p1(t1) (1.224)

Aufgrund der Impulserhaltung sieht man auch schon, dass die Teilchen nach dem
Stoff nicht in Ruhe sein konnen, sondern zusitzliche Energie haben miissen
(Ekin,......). Im Laborsystem ist die Gesamtenergie 4m,c? deshalb nicht ausreichend
tiir die Reaktion.

Wir haben jedoch bereits gesehen, dass der Impuls beziiglich des Schwerpunktsyste-
mes eines Teilchenkollektivs stets gleich 0 ist (1.222). Das bedeutet dann, dass im
Schwerpunktsystem die Energie von 4mpc? ausreichend ist fiir die Reaktion. Wir for-

mulieren die Erhaltungssiatze noch im Schwerpunktsystem S'.
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Energieerhaltung im Schwerpunktsystem S'
DB (1))=Y By (ty)=4m,¢’ (1.225)

Impulserhaltung im Schwerpunktsystem S'

D Bt )= Bi(ty)=0

Um nun die ausreichende kinetische Energie des Protons 1 im Laborsystem S berech-
nen zu konnen, miissen wir die invariante Energie-Impuls Beziehung aus (1.222) fiir
den 2-Korperstofs nutzen. Wir beachten dabei, dass Proton 2 vor dem Zusammenstof

im Laborsystem ruht. Fiir den Zeitpunkt vor dem Stofs gilt also:

(ZE (1 ))Z = (ZE,-( 4 ))2 —c? (Z pi(1 ))Z (1.226)

Und somit

(E'1(t'1) + E3(t'1))? = (E1(t) + E2(t1))* —c*p1(t1)?

(1.227)

Wir beachten wegen Euin=1/2mv? — (cp)? = 2Exunmc? , den folgenden Zusammenhang
(CP1(t1 ))2 =2E 5, (1 )mpC2

Wir setzen dies in (1.227) ein und beachten den Ausdruck in (1.223) nach dem ersten

Gleichheitszeichen

2

(E'L(t') + E3(t'1))? = (E1(t) + Ex(t1))? —cpy(t1)? = (Zmpcz + Elkin(tl)) — 2E1yin (t)mpc? =
2

= 4‘(m‘pcz) + ZElkin(tl)m‘pcz + Elkin(tl)z

(1.228)

Der Wert fiir die linke Seite der Gleichung ergibt sich aus (1.225)
2
(E'I (t) )+ E' (1 ))2 =(4mpcz) (1.229)

Damit folgt folgende Gleichung mit der einzig unbekannten kinetischen Energie des

stoflenden Protons zur Zeit t:
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2 2
(4mpc?)” = 4(mpc?)” + 2E1in(t)Mpc? + Ergin(61)?
Dies ist eine einfache quadratische Gleichung und sie kann nach der kinetischen
Energie Ewin des Proton 1 vor dem Stofs wie folgt umgeformt werden
2

Elkin(tl)z + 2E1kin(t1)mpcz - 12(mp62) =0
Diese Gleichung kann mit der einfachen Losungsformel fiir quadratische Gleichun-
gen gelost werden wenn beachtet wird, dass die kinetische Energie positives Vorzei-

chen haben muss. Somit gilt fiir die mindestens nétige kinetische Energie von Proton

1im Laborsystem S

Eikin(t) = —myc? £ \/(mPCZ)Z + 12(mpc2)2 = 2,6m,c? = 2,44 GeV

(1.230)

Die Gesamtenergie der beiden Protonen vor dem Stoff im Laborsystem S muss also
mindestens 4,6mpc? betragen (einschliefllich der Ruhemassen der beiden Protonen

vor dem Zusammenprall).
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1.22.11 Relativistisches Trigheitsgesetz und Transformation der Kraft

Bisher haben wir noch kein relativistisches Gesetz abgeleitet, das Krafte mit der zeit-
lichen Anderung von Bewegungen eines Korpers (d. i. Beschleunigung) in Verbin-
dung bringt. Wir bendtigen also ein relativistisches Tragheitsgesetz.

Die folgenden Uberlegungen fiihren uns zu einem dreidimensionalen relativistischen
Tragheitsgesetz, das jedoch relativistisch unvollstandig ist. Wir werden sehen, dass
wir zur Vervollstindigung einen Zusammenhang mit der zeitlichen Anderung der
relativistischen Energie (relativistische Leistung) bendtigen.

Ahnlich wie der dreidimensionale relativistische Impuls im Rahmen der SRT durch
die relativistische Energie erganzt wird (Abschnitt 1.22.5), so ist auch fiir die korrekte
Beschreibung der Anderung von Bewegungsvorgingen, ein Bezug zur zeitlichen An-
derung der relativistischen Energie E notig.

Eine konsistente und vollstandige Formulierung der Bewegungsgesetze gelingt ele-
ganter erst im Rahmen der Raum-Zeit (Minkowski-Raum) Beschreibung der SRT mit
4-Tensoren. Die Rolle des Kraftbegriffes nimmt hier ein 4-Tensor, die sogenannte
Minkowski-Kraft ein. Wir werden uns damit im dritten Teil dieses Buches ausfiihr-
lich beschéftigen. Nun verfolgen wir weiter unsere dreidimensionale Formulierung
der SRT, so wie sie von Einstein Anfang des 20. Jahrhunderts gepragt wurde.

Wir stellen uns nun die Frage, welche Konsequenzen sich aus dem relativistisch kor-
rigierten Impuls (1.163), fiir die Bewegungsgleichung (1.153) ergeben. Das Einwirken
einer relativistisch formulierten dufleren Kraft auf einen Korper (Teilchen), der sich
mit Geschwindigkeit u bewegt, sollte also folgendermafien zu einer Impulsanderung

des Korpers fiihren:

F=

2[R

6(muu):m0 8(nu):mo iy B) [Py, 0 (1231)
Ot ot ot ot ou Ot ot

Bei der notwendigen vollstandigen Ableitung des Lorentz-Faktors miissen wir den

Vektorcharakter der Geschwindigkeit beachten

Lyu
Ou _Oryou_ 2 (¢ Ou_ jiu-a
ot

o ou ot N (1.232)
2
-2

<
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Hierbei haben wir folgende Erkenntnisse aus der Differentialrechnung mit Vektoren

benutzt. Fiir das Quadrat des Geschwindigkeitsvektors u gilt:

u’=i-i

und fiir Differentiale eines Produktes von Vektoren

d(¢-d)=dé-d+cdd also  du®=d(i-i)=2idii

somit
2 -~ =
8(u )z ol -i) =2ua =2ua,,
ot ot

Und dies impliziert dann den Zusammenhang (1.232)

87u_ 31/7(3

8t 7u C2

Wir setzen das nun in (1.231) ein und erhalten ein dreidimensionales relativistisches

Kraftgesetz unter dem vorgemerkten Vorbehalt, dass dieses jedoch unvollstandig ist.
PP L 2G.a)i+a (1.233)
F=—=myy,| 5rili-d)i+a :

c

Eine , haarstraubend” anmutende Konsequenz erhalten wir, wenn wir die Beschleu-

nigung parallel und senkrecht zur vorhandenen Geschwindigkeit u zerlegen:

Setzt man das in (1.233) ein, dann folgt daraus
~ D 1 Loy - - 1 - -
F= P mo?”u(c_ﬂ’j(” “a)-i+ aj = mOyu[c_zj/zf ‘ua,ue, +a,+ GLJ =

t

2
_ 2 U 11G - _ ( 2 - )
=Myl | Vu 2+ Ayy Ty, |=mey,\Vyly, A,
c
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Zusammengefasst gilt also fiir das dreidimensionale relativistische Tragheitsgesetz,
wenn die resultierende Beschleunigung parallel und senkrecht zur vorhandenen Teil-
chengeschwindigkeit u zerlegt wird:

—

F =a—lz = mo?/u(?/ja//u +alu): m0(735//u +7u5Lu)

(1.235)

Der Korper setzt also der Anderung seines Bewegungszustandes offensichtlich un-
terschiedliche Widerstande entgegen, je nach dem, wie der Kraftvektor zur ur-
spriinglichen Richtung der Geschwindigkeit u gerichtet ist. Anfang des 20. Jahrhun-

derts sprach man deshalb auch von longitudinaler und transversaler bewegter Mas-

se.
F//u = 7’3 “myd,, (1.236)
ﬁLu = ?/u 'mOaJ_u (1237)

Die Konsequenz ist, dass die resultierende Beschleunigung eines Teilchens, also des-
sen zeitliche Bewegungsanderung, nicht parallel zur dufieren einwirkenden Kraft ist,
da die Kraft in Richtung u einen kleineren Einfluss auf die Bewegungsanderung hat
wegen v°. Dies fiihrt im allgemeinen Bewegungsfall zu einer Verletzung des Drehim-
pulserhaltungssatzes und damit auch des Relativitatsprinzips.

Wir sehen also, dass (1.235) nicht vollstindig sein kann. Wir zeigen an folgendem
Beispiel, dass wir (1.235) nicht fiir den Fall mehrdimensionaler Bewegungsvorgange

anwenden diirfen.

Beispiel: Ein Teilchen der Ruhemasse m,, bewege sich in der xy-Ebene, uz=0 unter

dem Einfluss der Kraft
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Es resultiert daraus eine Beschleunigung ebenfalls in der xy-Ebene

P
ot ot ot
Wir berechnen zundchst die x-Komponente der Kraft F

0 .
Fx =my (7autux) :mO(uxyu +7uax)

In diesem zweidimensionalen Bewegungsfall folgt, wegen

%__ B 3(uxax+uyay)
ot =Vu=7u C2

fiir die Beschleunigung, welche von F, hervorgerufen wird

izﬁ((l_ﬁi)'ax +ﬂxﬂyay)

my

F, fiihrt also gemafd unserem unvollstandigen relativistischen Kraftgesetz (1.235) zu

einer Beschleunigung nicht nur in x-Richtung, sondern auch in y-Richtung.

Analog erhédlt man auch ein iiberraschendes Ergebnis fiir die Beschleunigung, die

durch F, hervorgerufen wird. Es ergibt sich allgemein

(1.238)
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Angenommen man mochte das Teilchen nur in y-Richtung beschleunigen, also a,=0,
dann muss gemafS dieses Bewegungsgesetzes trotzdem eine Kraft in x-Richtung auf-

gebracht werden:

1-p)a+ppa, . BBa, . BB

i (l—ﬂf)'aﬁﬁxﬂyax B y(l—ﬂf)-ay Y12

X

Dieses theoretische Ergebnis kann nicht vollstandig sein. Es wiirde eine Verletzung
des Drehimpulserhaltungssatzes bedeuten. Wir stellen also unser Ergebnis fiir das
relativistische Tragheitsgesetz fiir den allgemeinen Fall mehrdimensionaler Bewe-
gungen noch etwas zurtick, da es so nicht richtig sein kann.

Betrachten wir die allgemeine Formel (1.238) fiir sehr kleine Geschwindigkeiten,
dann fiihrt es konsequenterweise zur bekannten Newtonschen Mechanik:

—_ B2 F
ﬁxﬁy—>0und1 ﬂyz_)lfiihrenzu—xza—x

1-p; £y, a,
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Relativistische Leistung und Kraftbegriff

Innerhalb eines Inertialsystemes gilt fiir die relativistische Energie nach (1.165)

2 _ 2_ 2
E,, +tmyc” =y, myc” =mc” =FE

Man beachte hierbei, dass in der Ruheenergie m,c? alle moglichen Energiebeitrage
des Teilchens enthalten sind. Wir wollen die zeitliche Anderung der Gesamtenergie E
mit der Kraftwirkung in Verbindung bringen. Ein Teilchen der Ruhemasse m, bewe-
ge sich mit zeitlich variabler Geschwindigkeit u(t). Die Energie des Teilchens dandert
sich dadurch zeitlich

E _olmye® + Ey, ) 0(Ey,) (1.239)

ot ot ot

Wir berticksichtigen nun den sehr niitzlichen Zusammenhang

p’ (1.240)

E,. ==
kin m

und zeigen dass fiir die zeitliche Anderung der kinetischen Energie aus der klassi-
schen Physik gilt:

0E _0(Ey,)_ 1 &’ :La(P'P):Lzﬁ.@:Z.g:ﬁ,ﬁ (1.241)

ot ot  2m ot 2m Ot 2m ot ot

Man erkennt in (1.241), die zeitliche Anderung der Energie vom Krafteinfluss her-
rithrt. Die SRT liefert mit der Energie-Masse Aquivalenz nun den Beweis, dass damit
alle moglichen Energieformen einbezogen werden, wahrend es in der Mechanik nur
die Anderung der mechanischen Energie war. Die zeitliche Anderung der relativisti-
schen Energie E konnen wir auch als relativistische Leistung bezeichnen. Desweite-
ren erkennt man, dass ein relativistischer Zusammenhang zwischen Kraft und Ener-
gie bestehen muss. Da beide nicht invariant unter LT sind und tiber die Zeit, welche
ebenfalls nicht invariant ist, verkniipft sind, ist es sinnvoll nach einer Verbindung im
Rahmen einer erweiterten Beschreibung der SRT, zu suchen. Wie eingangs bereits er-
wahnt gelingt dies im Rahmen der Beschreibung der SRT mit 4-Tensoren im flachen

Minkowski-Raum.
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Transformation der Kraft und der relativistischen Leistung

Das Inertialsystem S' bewege sich in Bezug auf S mit v in x-Richtung. Ein Teilchen
der Ruhemasse m, bewege sich in beliebige Richtung mit u bzw. u' in S bzw. S'.

Um die Kraft F transformieren zu kénnen, benétigen wir die Transformation der zeit-

0
lichen Ableitung des Impules. Es sind also Ableitungen der Form 7 bilden. Wir

benotigen deshalb einen Ableitungsoperator fiir Zeitableitungen von physikalischen
Grofien, wenn man diese Grofden nur in S kennt, aber fiir einen Inertialbeobachter S'
berechnen mochte.

Wir erhalten diesen Operator mit einer kurzen Zwischenrechnung: Fiir die zeitliche

Ableitung der Lorentz-Transformationsformel fiir t' (linke Spalte in (1.68)) gilt

o' 1= Yath
8t 7v C2

Fiir die Zeit-Differentiale gilt somit

dt'= 7{1 - thzlx j -dt
C

Wir vergleichen den Ausdruck nach dem Gleichheitszeichen mit (1.191) und kénnen

den ersten Teil nach dem Gleichheitszeichen ersetzen

O _¥ 9 (1.242)

Wenden wir diesen Operator beispielsweise auf eine Grofie A an, welche in S bekannt

ist, dann erhalt S mit (1.242) fiir die zeitliche Ableitung dieser Grofie fiir einen Inerti-

albeobachter in S'
oA _ 7. oA
ot y', ot
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Damit konnen wir nun die Lorentz-Transformation der Kraft F fiir S bilden:

P P _ T P
ot y, ot

Wir 19sen dies fiir die x-Richtung, welche parallel zur Relativbewegung von S und S'

mit v liegt und erhalten mit der Abkiirzung B.=v./c

~ ap' y, O E 4 F i
Fro=tx _‘u 7 - B Z||= “\F o
o at(n(px ﬂxcj] ?/v]/,u/( =By - j

Fiir die beiden Komponenten senkrecht zu v, F, und F', erhdlt Sin S' mit (1.191)

Aufgrund der zuvor abgeleiteten Beziehung zwischen relativistischer Leistung und

der Kraft (1.241), bilden wir noch die Transformation der relativistischen Leistung:

N ' = -pB.F
F-u o(FE . O E w | Fu o
:_,(_j:?/f_ 7V(__ﬂxpxj :7\/7/, _leFx :C—

c o'\ c y', ot c v, 1 Vs

Da die Lorentz-Transformation symmetrisch ist, erhdlt S' die korrekten Transformati-

onsformeln, indem er die , ungestrichenen” Grofien durch , gestrichene” ersetzt und

anstelle von +v,, -v, verwendet.
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Wir fassen die gewonnenen Transformationsformeln fiir die Kraft und die relativisti-
sche Leistung in folgender Tabelle zusammen.

Hier ist zu beachten, dass die Relativbewegung von S und S' mit Geschwindigkeit v
in x-Richtung stattfindet und der Korper auf den die Kraft wirkt, sich mit Geschwin-

digkeit u bzgl. S in beliebiger Richtung bewegt.

Fur S Fur S
P = (1.243)
- _\ ( J_ﬂx'Fx _ Fu +IBx.F,x
F-u) ¢ F-i c
c 1— vxl’zlx c | - vu',
c 2
C
E o SN (1.244)
Fx_ﬂx j F'x+ﬂx'( uJ
. (& - C
F' = F =
qux x v.u'
1-— 1+
c c?
. F . F' (1.245)
F! — Y.z F — Y.z
Y.z , (I_quxj Y.z ) (1+qu'xJ
v Cz v Cz

Die Kraft F und die relativistische Leistung stehen in einer dhnlich weitreichenden
Verbindung zueinander, wie Energie und Impuls.

Die Kraft F allein gentigt nicht, um im Rahmen der SRT, physikalische Vorgange voll-
standig, ohne Widerspruch zum Relativitatsprinzip zu beschreiben. Dazu sehen wir

uns folgende Beispiele genauer an.

Beispiele:

1. Wenn in einem Inertialsystem in einem abgeschlossenen 2-Korper System F, = F,
gilt, dann ldsst sich, wenn die Kraft zwei Komponenten hat, immer ein Inertialsystem
S' finden, in dem F’,# F", gilt. Dies steht im Widerspruch zum experimentell besta-

tigten Relativitatsprinzip, wonach es nicht moglich ist, anhand einer physikalischen

Beobachtung innerhalb eines Inertialsystems feststellen zu koénnen, ob man sich
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gleichformig bewegt oder ruht. Es muss berticksichtigt werden, dass die Kraft F al-
lein, die Vorgdnge in Inertialsystemen nicht vollstandig beschreiben kann. Es muss
die zeitliche Energieinderung zusatzlich berticksichtigt werden. Ansonsten entste-

hen scheinbare Paradoxa, wie das Folgende.

2. Hebel-“Paradoxon”

Es handelt sich um kein richtiges Paradoxon, da es bei korrekter Anwendung der re-
lativistischen GesetzmafSigkeiten aufgelost wird.

In S sei ein drehbarer Hebel, wie in Abbildung 1.70 skizziert, aufgebaut. Fiir einen In-
ertialbeobachter in S gilt a=b und die Betrage der Kréfte F, und F, sind exakt gleich.

Dann resultiert daraus kein Drehomoment und der Hebel bleibt in Ruhe

M, =M ,+M, =—-Fb+F,a=0 (1.246)

res X

Da der Hebel in Ruhe ist, bedeutet dies fiir den Inertialbeobachter in S, dass die Ge-

schwindigkeit des Hebels u =0 ist.

i

b <

F%

X

Abbildung 1.70: Skizze zum Hebel-“Paradoxon”

Ein Inertialbeobachter S', bewege sich nun relativ zu S mit v in x-Richtung, sodass

7, = 2.5 mochte mit den bisherigen Transformationsgesetzen beschreiben, was in S'
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geschieht. Er wendet zunéchst die LT fiir die Langen der Hebelarme a und b and und

stellt fest

a'=

2 b'=b
2

Nun transformiert er die Krafte unter der Beriicksichtigung dass die Geschwindig-

keit des Hebels ; =0.

F,x:Fx
o B E
y
7y 2

Er berechnet damit das Drehmoment und erhalt

F, q
M =M +M' =—F' b+F' a'=-F.b+——
22

Wenn er dieses Ergebnis mit dem Ergebnis seines gemessenen und berechneten

Drehmomentes (1.246) vergleicht, dann erhalt er einen Widerspruch.

3
AM', . c(unerklart) = _t_l-Fyb

Dieser Widerspruch lasst sich nur aufklaren, wenn wir anstelle unserer Berechnung
des Vorganges allein mit dem Kraftbegriff, die relativistische Leistung mit einbezie-
hen und ein Transformationsgesetz fiir das Drehmoment daraus ableiten.

Wir wollen dies im ndchsten Abschnitt erledigen und kommen anschlieffend zur

Auflésung des Hebel-“Paradoxons” zuriick.
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1.22.12 Relativistisches Drehmoment und Drehimpuls in der SRT

Aufgrund der Wichtigkeit des Konzeptes des Drehmomentes, soll zunachst auf die
Bedeutung dieses Begriffes genauer, auch im Kontext der klassischen Mechanik, ein-
gegangen werden.

Das Drehmoment eines Korpers ist ein Maf$ fiir die Rotationsbewegung eines Kor-
pers und damit auch seines Widerstands diese Rotation zu stoppen.

Im Sinne der Symmetrie-Erhaltungsgrofien-Theorie von Emmy Noether, korrespon-
diert die Impulserhaltung zur Verschiebungs-Symmetrie. Der Drehimpuls korre-
spondiert dabei zur Verdrehungssymmetrie.

Dies ist die theoretische Beschreibung der experimentellen Erkenntnis, wenn ein ex-
perimenteller Apparat um eine bestimmte Strecke verschoben und einen bestimmten
Winkel verdreht wird, dass dann die Ergebnisse der Messung sich nicht verandern.
Die theoretische Beschreibung tragt diesem Umstand also in diesem Zusammenhang
zwischen den Symmetrien- und den Erhaltungssatzen Rechnung.

Man kann zwischen dem Eigendrehimpuls (Spin) und dem Drehimpuls um ein Zen-
trum unterscheiden. Ein klassischer Massepunkt, kann nur einen (Bahn)Drehimpuls
besitzen, wahrend ein Teilchenkollektiv (und in seiner Erweiterung z.B. ein starrer
Korper) auch einen Eigendrehimpuls besitzen kann. Diesen bestimmt man geschick-
terweise gegeniiber dem Massenmittelpunkt.

Mit der relativistischen Quantenmechanik kann der Spin von Elementarteilchen be-
schrieben werden. Dieser stellt eine zusatzliche Drehimpulskomponente im Drehim-
puls-Operator dar. In jedem Fall kann der zusatzliche Spin mit dem Pauli-Lubanski
Pseudovektor (axialer Vektor) beschrieben werden. Wir kommen darauf im dritten
Teil des Buches genauer zu sprechen.

Im Rahmen dieses Buches wollen wir uns nicht mit Quanteneffekten beim Drehim-
puls beschaftigen und erldutern die Begriffe des Drehmomentes und des Drehimpul-
ses deshalb nur fiir Kérper und Teilchen, die aufgrund ihrer GrofSe, oder ihrer Bewe-
gung keinen Quanteneffekten unterliegen. Damit nehmen wir eine Modellanpassung

vor, die in erster Naherung zu richtigen Ergebnissen fiihrt.
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Relativistisches Drehmoment

Fir die Standardkonfiguration unserer Relativbewegung zwischen S und S', erhalt

der Inertialbeobachter in S aus (1.243), wenn u=0

F-u :lai:_ﬂx.px :ai:—vxe
c c ot or'

Beschreibt nun der Inertialbeobachter in S ein Drehmoment als zeitliche Anderung

des Drehimpulses, so gilt mit einem Hebelarm b folgendes Transformationsgesetz:

e :aL':b oy, -my) b&aE’

v = —bB*F
res at, X at, c at, ﬂx X

Wir haben hier nach dem dritten Gleichheitszeichen beriicksichtigt, dass
Yvmo=yv' mo'=E/c2=E'/c?.

Wir fassen diese wichtige Erkenntnis in einer eigenen Tabelle zusammen.

Transformation des Drehmomentes

Die Inertialsysteme S und S' befinden sich in Relativbewegung mit Geschwindigkeit

v in x-Richtung zueinander. Der Hebelarm b liege senkrecht zur Bewegungsrichtung

Fur S Fur S

(1.247)

M'=-bBF, =M M =b' B =M’

Wenden wir dies nun auf unser Hebel-“Paradoxon” an, so sehen wir mittels (1.247)
direkt, dass das transformierte Drehoment M'=0 sein muss, da auch M=0 ist.
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Relativistischer Drehimpuls

Wir beginnen unsere Uberlegungen bei der Newtonschen Mechanik. Der Drehim-

puls ist definiert als L = 7 x p . In Komponentenschreibweise lautet dies

L. =yp,—2zp,
L,=zp, —xp, (1.248)
Lz = xpy — VP

Wenn wir den klassischen Impuls durch den relativistischen Impuls ersetzen, dann
gilt (1.248) auch fiir die SRT.

Folgende physikalische Grofle, welche dynamisches Massenmoment N genannt
wird, spielt in der relativistischen Mechanik bei der Transformation des Drehimpul-

ses eine grofSere Rolle:

—

N = m(F —tii) = mF —tp

Thre Einheit ist kg*m. Aufgrund der Energie/Masse Aquivalenz und der Raum/Zeit
Koordinatendquivalenz, sollte sie in physikalischer Hinsicht eng verwandt sein mit
der Wirkung J*s, deren kleinster Vertreter das Plancksche Wirkungsquantum h ist.
Im Hinblick auf die Quantenphysik ist in dieser Hinsicht die Quantisierung, bzw. die
kleinstmogliche Grofie von kg*m interessant.

Diese Grofse N ist in der Mechanik also ein Maf3 fiir eine Geschwindigkeitsaddition
des Massenmittelpunktes eines Teilchens oder Teilchenkollektives.

N ist als Vektor eine additive Grofse. Fiir ein Teilchenkollektiv aus n Teilchen lautet

die Summe

ZN: Z(mn(’_;n _fi‘n)): FMMZmn _tzmnz’_in

n n

mit dem Ortsvektor des Massenmittelpunktes
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Dies zeigt, dass der Massenmittelpunkt eines geschlossenen Teilchenkollektivs, un-
abhangig von der Bewegung des einzelnen Teilchens. z.B. vor- und nach Zusammen-

stoflen, sich auf einer Geraden weiterbewegt.

In unserer Formulierung der relativistischen Mechanik kénnen wir das relativistische
dynamische Massenmoment mit Hilfe des relativistischen Impulses (1.163) und der
relativistischen Energie (1.165) bilden

N:m(F—tﬁ):mF—zﬁ=£27—ﬁz=yumo(7—ax) (1.249)

o

In Komponentenschreibweise bedeutet dies

N,=mx—-p.t= %x—pxt = 7/um0(x—uxt)
c
(1.250)

E
N,=my—p,t= C—zy—pyt = nmo(y—uyt)

NZ :mZ_pzt:%Z_pztzyumO(Z_uzt)
C
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Transformation des Drehimpulses und des dynamischen Massenmomentes

Das Inertialsystem S' bewege sich in Bezug auf S mit v in x-Richtung. Ein Teilchen
der Ruhemasse m, bewege sich in beliebige Richtung mit u bzw. u'in S bzw. S'.

Da sich der Drehimpuls im relativistischen Fall, aus dem Ortsvektor und dem relati-
vistischen Impuls (welcher wiederum mit der relativistischen Energie zusammen-

héangt) zusammensetzt, bendtigen wir folgende Zutaten fiir die Transformation des

Drehimpulses:
Fir S
LT der Koordinaten LT der Energie und des Impules
X'=y,x—-v.t E' E
( ) _:yv(__ﬂx'pxj
c c
V. X , E
t,:yv(t_ ij pxzyv(px_ﬂx'_j
c c
yi=y Ply:==Py:
Z'=z
In S' muss fiir S' gelten
er — yrprz _erry
L'y — pr/x _x/pfz (1251)

er — xrpry _yrprx
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Wir setzen in (1.251) nun einfach die Transformationsgesetze aus der obigen Tabelle

ein und erhalten fiir S unter Zuhilfenahme von (1.250)

L' =L

L', =y, (LI. - v_\_N__)
L’: = },'.'(L: t ‘._\"Vl' )
Analoges Vorgehen fiihrt uns auch auf die Transformationsformeln fiir das dynami-

sche Massenmoment.

Wir fassen die Transformationsgesetze nun direkt in einer Tabelle zusammen.

Fur S Fir S'

Drehimpuls Dynamisches Mas-|Drehimpuls Dynamisches Mas-|"*”
senmoment senmoment

L =L, N'.=N, L =L N, =N (1.253)

_ _ (1.254)
L’y_}/v(Ly—VxNz) N,y:7V[Ny+z_)2csz Ly —]/V(L’y-l-VxN’Z) Ny :yv[Nry_v_;L,Zj

L’Z - yV(LZ +vay) N', = VV(NZ *V_;Ly) L: = 7v(L’:_va'y) N, = J’v[N'z+‘f—’2‘L'yj (2

Wie wir sehen werden, sind diese Transformationen analog zur Transformation des
elektrischen- und magnetischen Feldes. Der Drehimpulsvektor L nimmt dabei die
Rolle des elektrischen Feldvektors E ein und der Vektor des dynamischen Massen-
momentes N die Rolle des magnetischen B-Feldvektors. Da jedoch der Drehimpuls
ein Pseudovektor ist und die Teilchenbewegung senkrecht zu ihm stattfindet ist der

Vergleich mit dem E-Vektor nicht analog und treffend anzusehen.
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Die zweiten Terme von L'y und L', in der Klammer koénnen als die y- und z-Kompo-

nenten des Kreuzproduktes vxN angesehen werden, da v,=v und v,=v,=0.

X z

vV.N,-v.N, =(\7><N)y =—v.N

VN, -v,N, =(\7><]V)Z =v,N,

Damit erhdlt man eine noch kompaktere Schreibweise der Transformationsformeln,

indem man die Vektoren in ihre Anteile parallel und senkrecht zur Relativbewegung

mit Geschwindigkeit v aufteilt

Fuar S Far S
Drehimpuls Dynamisches Mas-| Drehimpuls Dynamisches Mas-|"**
senmoment senmoment
L', =L N, =N L, =L N, =N’ =
/v — =y /v = /v /v = /v /v /v
r r — ~ . . v - jug jug - = _ _ v — (1.258)
L'y, = 7L, +7xN) le”(N” _C%XLJ Ly, = J’V(le_" XN) Ny :y”(N’“+cL2XLJ

Bevor wir nun zur relativistischen Beschleunigung und deren Transformation gelan-

gen, wollen wir uns der Liste invarianter Grofien der SRT unter der Lorentz-Trans-

formation erinnern und diese erganzen.
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Invariante Grofien der Speziellen Relativititstheorie — 2

 Lichtgeschwindigkeit c

« Raum-Zeit Intervall ds'=ds

- Eigenzeitintervall dt=ds/c

« Anzahl der Wellenfronten die einen Raum-Zeit Punkt erreicht (Kapitel 1.18)

- Relativistische Energie-Impuls Relation: £ - p*c? = mgc*
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1.22.13 Die relativistische Beschleunigung

Wie in der klassischen Mechanik, so miissen auch in der SRT, Krafte auf ein Teilchen
zur Anderung des Bewegungszustandes, also zu Beschleunigungen fiihren.

Bevor wir uns der strukturellen Beziehung zwischen dem relativistischen Tragheits-
gesetz und der Beschleunigung zuwenden, werden wir uns zundchst mit den not-
wendigen Transformationsgesetzen der Beschleunigung eines Teilchens beschaftigen.
Diese miissen aus den Transformationsgesetzen fiir Geschwindigkeiten abgeleitet
werden.

Ein Inertialsystem S' bewege sich mit der konstanten Geschwindigkeit v parallel zur
x-Achse zu S. In S' habe ein Massenpunkt die Geschwindigkeit u', sowie die Be-
schleunigung a'. Wir leiten die Beschleunigung a die der Massenpunkt fiir S'in S hat,
anhand des relativistischen Additionstheorems fiir Geschwindigkeiten (rechte Spalte
in (1.106) und (1.107)) her.

Es bietet sich an die Komponenten parallel- und senkrecht zur Relativbewegung se-

parat zu berechnen.

Beschleunigungskomponente parallel zur Relativbewegung zwischen S und S' mit

Geschwindigkeit v

3
_ Ouy, or _ Ouy, 1 0| uy+v | 1 _ ay, _ (1—,32)2 'y, (1.259)
3 .

o o o ot o v’ v’ N3 '
— 1+ -2 14+ —2v 3 iy Vi,
atr (,’2 )/v C2 V4 1+—c2 1+—2

ayy

Analoges Vorgehen fiihrt fiir S auf

3
%
' 4y _ (1_:8 )2 Ay

7/3(1_ vu ., f (1_ Vi, f
Y c? c?

a'y,= (1.260)
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Beschleunigungskomponente senkrecht zur Relativbewegung zwischen S und S' mit

Geschwindigkeit v

In diesem Fall handelt es sich jeweils um a, und a,, bzw. a'y und a’,

Der Inertialbeobachter in S' erhalt

V 2 ’ v ’ ’ ’ ’
’ ! ’ ’ ! _ . . _
an__g(a//v”n—an”//v) (1 B )(‘Mv 3 (“//v“u alvu//v)

. I ¢ (1.261)
O B
Cc c

Der Inertialbeobachter in S erhalt

1% 2 v
a, _C_Q(a//vuLv _alvu//v) (l_ﬂ ).[aLV __Z(Q//Vul‘/ _alvu//\/)j

ay,= - < (1.262)
vu vu
e S
c Cc

Analyisiert man diese Transformationsgleichungen, dann ergeben sich Situationen

die problematisch im Hinblick auf das Relativitatsprinzip werden.

Wenn sich zum Beispiel im Inertialsystem S ein Teilchen mit a,=konstant bewegt,
dann lautet die Geschwindigkeit u,=u,tayt.

Wenn sich relativ zu S nun ein Inertialbeobachter S' parallel zur x-Richtung bewegt,
so erhdlt S anhand der Transformation (1.260) eine Beschleunigung des Teilchens in

S' die nicht mehr konstant ist:

a

! X

L= # konstant!

7/3 (1 _ (uxO + axt)vj?)

2
c

Fiir alle folgenden Fille gehen wir nun stets davon aus, dass das beschleunigt be-
trachtete Teilchen innerhalb S' in infinitesimalen Zeitabschnitten ruht (u'=0). Es konn-
te sich in einem Teilchenkollektiv also auch um das Schwerpunktsystem handeln.
Wir bezeichnen dieses momentane Ruhesystem (auch MR genannt) S' mit Sr.

Da wir es mit beschleunigten Bewegungen zu tun haben, nehmen wir Bezug auf das
Kapitel 1.21 iiber die Beschreibung von beschleunigten Bewegungen im Minkowski
Raum mittels des sog. Momentanen Ruhesystem. Die dort abgeleiteten Beziehungen

betrafen vor allen Dingen den Zusammenhang zwischen der Eigenzeit des Teilchens
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(auf einer mitgefiihrten Uhr) dt'=dt und dem Raum-Zeit-Intervall. Wir erinnern uns
nochmal der dort hergeleiteten Beziehungen.

Das momentane Ruhesystem ist das momentan giiltige Inertialsystem auf der Weltli-
nie des Teilchens selbst, in dem dieses ruht. Jedes dieser momentanen Ruhesysteme
existiert nur fiir infinitesimale Zeit dt, deshalb gibt es bei beschleunigter Bewegung
unendlich viele momentane Ruhesysteme auf der Weltlinie des Teilchens. Die Relati-
vbewegung der Inertialsysteme ist zeitabhangig v=v(t). Es gilt zwar u'=0, aber trotz-
dem a' ungleich 0.

Man bezeichnet die Beschleunigung im momentanen Ruhesystem S' = St auch als Ei-

genbeschleunigung

i (1.263)

Beispiel: Eine Rakete mit konstanter Schubkraft (gemessen in der Rakete) hat eine

konstante Eigenbeschleunigung a..

Die Transformationsgleichungen (1.259) — (1.262) vereinfachen sich dann mit u'=0

und u=v wie folgt

Far S Fir S
3 3
3 25 -3 >\ (1.264)
@y =Ary = V) Ayu = (1_13 ) 2y | Qyy = V) @y = (l—ﬂ )2 'y,
;o _ .2 _ (l z)*l a,=y7> -a, = (1—ﬁ2)~a' (1.265)
A1y =a:1 =Vue) Gru = -p “a,, Lu u(t) A Lu 1

In der klassischen Mechanik ist die Beschleunigung in allen Inertialsystemen gleich.
Wie wir nun sehen, ist dies bei hohen Geschwindigkeiten nicht mehr der Fall.
Wir wollen nun den Zusammenhang mit dem relativistischen Kraftgesetz (1.235)

ausarbeiten.
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Dieses Kraftgesetz gilt nur im Laborsystem S, in dem man fiir die Geschwindigkeit
des Teilchens v=u misst. Es ist nicht invariant unter der Lorentz-Transformation.
Wenn man die Kraft parallel- und senkrecht zur vorhandenen Geschwindigkeit auf-

teilt dann giltin S

Fyy =70 -mydy, (1.266)

FLu =Vu- mOZiJ_u (1267)

Andererseits erhalt ein Inertialbeobachter in S aus den Transformationsgesetzen fiir
die Beschleunigung (linke Spalte in (1.264) und (1.265)), wenn er diese mit der Ruhe-
masse m, multipliziert, die Krafte F' (in S' = St). Denn in S' = Sq ist ja nur die Ruhe-

masse wirksam.

Tl ; 3
F'yy=myd ,, =myy,.,a,, (1.268)

F"J_u = mOa'J_u = mO}/Z(t)aJ_u (1269)
Der Vergleich zwischen (1.266) und (1.268) und zwischen (1.267) und (1.269) fiihrt
uns wieder auf die Transformationsgesetze fiir die Kraft, wie wir sie bereits aus ei-

nem allgemeineren Ansatz in Abschnitt 1.22.12 hergeleitet haben (1.244)

Fur S Fur S
F'//u = F//u F//u = F'//u

(1.270)
F'LuzquJ_u Fj_uzy;lF'J_u

(1.271)

Damit es zu keinen Missverstandnissen kommt, sei noch darauf hingewiesen, dass
im momentanen Ruhesystem des Teilchens S'=St nur seine Ruhemasse m, wirksam

ist. Aufgrund des Relativitatsprinzips muss deshalb in 5'=5< gelten
Eyy=myd'y,

r_ '
FJ_u =mya |,
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Beziiglich der Beschleunigung eines Teilchens in S und Im MR des Teilchens S'= S,

und in einem beliebigen anderen Inertialsystem S" gilt stets die vektorielle Summe

—=y_ = _ 3= 2 3 = 2 =y 1.272
a=a,=y,a,, +yuaj_u =7Yua //u”+yu”a Lu" ( )
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1.22.14 Der relativistische Raketenflug

Wir verwenden weiterhin das Konzept des mitbewegten momentanen Ruhesystems
(MR S'=5¢ ) eines Korpers (Teilchens) auf der Weltlinie zwischen A und B. Das Teil-
chen selbst beschreibt also von S aus betrachtet in infinitesimalen Zeitabschnitten
stets neue Inertialsysteme die sich jedes fiir sich im infinitesimalen Zeitabschnitt
gleichformig bewegen.

Man kann sich das veranschaulichen (siehe Abbildung 1.71), wenn man sich die Eich-
hyperbel im Bild (blaue Kurve), zwischen dem Lichtkegel (orange), als Bahn eines
Teilchens vorstellt, das zur Zeit t=0 am Ort x=1Ls startet und sich beschleunigt in x-
Richtung entfernt. Es durchlduft dabei also die verschiedenen Inertialsysteme. Man

nennt diese dann die momentanen Ruhesysteme des Teilchens.

ctlLs]qt

ct"

Licht

Abbildung 1.71: Weltlinie eines Teilchens mit beschleunigter Bewegung

Wir wollen nun die in Abschnitt 1.21 und 1.22.14 erarbeiteten Gesetzmafsigkeiten auf
einen linear beschleunigten Flug mit einer Rakete anwenden. Wir wollen hierbei den

gesamten Vorgang relativistisch berechnen.
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Wir haben gesehen, dass sowohl Kréfte, als auch Beschleunigungen sich im relativis-
tischen Fall anders verhalten als wir es in der klassischen Mechanik gewohnt sind.
Wir haben auch gesehen, dass die Zeit in verschiedenen Inertialsystemen verschie-
den gemessen wird. Wir wollen nun unsere Kenntnisse auf die beschleunigte Bewe-
gung einer Rakete anwenden.

Da die Rakete einen starren Korper darstellt und wir die Bewegung in nur einer
Richtung betrachten wollen, diirfen wir die gesamte Rakete durch eine Punktmasse
(Masse der Rakete) im Schwerpunkt ersetzt, beschreiben. In diesen Schwerpunkt le-
gen wir dann die momentanen Ruhesystem (MR) die die Rakete wahrend ihres be-
schleunigten Fluges ,durchlauft” (Abbildung 1.72). Diese sind gegeniiber dem
Schwerpunkt stets in Ruhe.

Da wir annehmen, dass die Schubkraft der Rakete stets parallel zur Geschwindigkeit
gerichtet ist, erhdlt man das Transformationsgesetz fiir die relativistische Beschleuni-
gung vom Boden (S) und der Rakete (MR S'=5< ) mit (1.264). Wir bezeichnen die Be-
schleunigung der Rakete im MR 5'=St mit der Eigenbeschleunigung a'=a.

0. =7l (1.273)

s Q@

Abbildung 1.72: Skizze zum relativistischen Raketenflug
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Die Geschwindigkeit u(t) der beschleunigten ,relativistischen” Rakete

Wir wollen nun die Geschwindigkeit der Rakete in Abhangigkeit von der Zeit t er-
mitteln, so wie wir sie messen wiirden, wenn wir ,Mission Control” im Inertialsys-
tem S waren. Nach Newton ergdbe sich einfach u=a*t. Wir gehen nun davon aus,

dass die Eigenbeschleunigung konstant ist in S und folgern aus (1.273)

J.L?’ :j ardt
= (1.274)

(t)°
-

Wir konnen das Integral auflosen und erhalten

u(t)

1
(1)* )2
By

Wir miissen diese Gleichung nach u(t) auflosen und bilden dazu zunéchst u(t)?

u(t)? =aft(l—u tz)zj

c

=a,t

Es folgt also fiir die Geschwindigkeit der Rakete bei konstanter Eigenbeschleunigung

at
u(t)= 72 (1.275)

a’t
1+ 5
c

Es ergibt sich also keineswegs ein linearer Zusammenhang u=a*t wie es in der klassi-
schen Mechanik der Fall ist. Der relativistisch gewonnene Ausdruck fiir u(t) resultiert
aus der Tatsache, dass kein materieller Korper die Lichtgeschwindigkeit erreichen
kann.

Die folgende Abbildung (1.73) zeigt den Geschwindigkeitsanstieg der Rakete in Ab-

hangigkeit von der Zeit, wenn sie konstant mit a. = 20m/s? beschleunigt.

202



1.22.14 Der relativistische Raketenflug

n
U — | 2e+094
1 5e+09
1e+i9
Se+08
0 26407 dei07 b7 Bei07 1e+08

t tls]
Abbildung 1.73: u-t-Diagramm zum relativistischen Raketenflug mit konstanter Eigenbe-

schleunigung a. =20m/s?

Die rote Kurve zeigt den Anstieg der Geschwindigkeit bei konstanter Eigenbeschleu-
nigung. Man sieht sehr schon, dass die Rakete die Lichtgeschwindigkeit (ca. 3*10"8
m/s) nur asymptotisch erreichen kann.

Die griine Gerade zeigt im Vergleich dazu den Anstieg der Geschwindigkeit gemaf3

der Newtonschen Mechanik.

Die Wegstrecke x(t) der beschleunigten ,relativistischen” Rakete

Um den zuriickgelegten Weg der Rakete als Funktion der Zeit zu berechnen, miissen

wir die Funktion fiir die Geschwindigkeit u(t) integrieren:

t t a.t c? a’t? c? 2
x(t)zJ.u(t):J.—T:— 1+—= —l|=c|—+t + X 1.276
0 0 61121‘2 ar c? arz ( )

1+
c2

Abbildung 1.74 zeigt das x-t-Diagramm bei der angenommenen konstanten Eigenbe-

schleunigung von a, =20m/s?.
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x[m] _

Be+16+
bet+16
4e+16

Z2e+164 —

0 zeurr der07 Ge 17 Bei07 ies 5]

Abbildung 1.74: x-t-Diagramm zum relativistischen Raketenflug mit konstanter Eigenbe-

schleunigung a.=20m/s?

Die rote Kurve zeigt den Zuwachs der Wegstrecke gemafs SRT. Die griine Kurve den
Wegstreckenzuwachs nach der klassischen Mechanik.
Wenn man wissen will, wann sich die Rakete an einem bestimmten Ort x befindet,

dann muss man Formel (1.276) nach t auflosen.

tx)=1 x(x + E] (1.277)

c a,

Die Eigenzeit in der beschleunigten , relativistischen” Rakete

Innerhalb der relativistischen Rakete (MR S'=St ) ist der Verlauf der Zeit ein anderer
als der Zeitverlauf in ,Mission Control” (Inertialsystem S). Innerhalb der Rakete wird
an einem Ort stets die Eigenzeit T gemessen. Wir wollen also feststellen wie sich die
Eigenzeit als Funktion der Zeit t berechnen lasst.

Dazu formen wir Formel (1.275) etwas um
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1.22.14 Der relativistische Raketenflug

1 a’t? u(t)? 1
y =1t =1- (2) - 2.2
u(t) c c a.t
2 2

(1.278)
1 —

Wir berechnen die Eigenzeit nun anhand Formel (1.146), indem wir (1.278) einsetzen

und das Integral berechnen.

‘g ‘g 2 ! X 2.2 .
(1) = j,/l—ﬂ(r)zdt - J.q,l—u(c;z)dt :J' ;212 dr :fh{%%,/u “;5 J=farcsinh(a;tj(1.279)
14 ty 0 T—z - -

1+
C

Die Eigenzeit innerhalb der relativistischen Rakete flief3t also langsamer als die Zeit t
in der Kontrollstation auf der Erde. In einigen Jahren Eigenzeit kommt man also sehr
weit.

Fiir den folgenden Abschnitt ist es noch interessant den Funktionsverlauf von t(f) zu

kennen.

()= ln(%j (1.280)

Die zuriickgelegte Wegstrecke x der Rakete, in Abhédngigkeit von der Eigenzeit lautet

a, c

x(r):i(—l+coshﬂj (1.281)

Die Zeit t, die auf der Erde vergeht, lautet in Abhangigkeit von der Eigenzeit inner-
halb der Rakete

t(r)—i[e ¢ —e © ]_ismhﬂ (1.282)

Wir konnen (1.282) nutzen um es auf das Zwillingsparadoxon anzuwenden und eine

exaktere Losung anzugeben.
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Auflosung des Zwillingsparadoxon im Rahmen der SRT

Einer der Zwillinge, Martin, reise 5 Jahre in seiner Eigenzeit gemessen, mit der Ei-
genbeschleunigung a.=9,81m/s? in x-Richtung, dann 10 Jahre mit -a,, dann wieder 5
Jahre mit +a. . D.h. Er kehrt nach 20 Jahren in seiner Eigenzeit zur Erde zurtick. Fiir
den Zwilling Hans, der auf der Erde geblieben ist (S wird als Inertialsystem ange-

nommen), ergibt sich mit (1.282):
t(t=5 Jahre) = 84,4 Jahre

Martin kehrt fiir ihn also erst nach 4*t(t=5 Jahre)=337,4 Jahre zur Erde zuriick.

Dies ist ein weitaus genaueres Ergebnis als wir es in Abschnitt 1.14 erhalten haben.
Unberticksichtigt geblieben sind aber die Effekte auf die Raum-Zeit, die durch Mas-
sen/Energien entstehen. Diese sind Gegenstand der Allgemeinen Relativitatstheorie.

Wir kommen im vierten Teil des Buches darauf zu sprechen.

Weltlinie der beschleunigten , relativistischen” Rakete

Das Raum-Zeit-Intervall ist eine Invariante. Im Falle einer Bewegung in x-Richtung

gilt

As* = c*At(x)* — Ax?

Um dies fiir den konstant beschleunigten Korper zu erhalten, nutzen wir t(x) (1.277),

multiplizieren die Gleichung mit ¢ und quadrieren

2
At(x)? = x(x + ij

a,

Fiir x setzen wir Ax=x-x,ein und erhalten

2
t(Ax)? = c*At? =(x—x0)2 +2(x—x0)c—

a,
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Hier kommen wir weiter, indem wir quadratisch erganzen. Dann erhalten wir die

Gleichung der Weltlinie des konstant beschleunigten Korpers (hier Rakete)

a a

T

> At? =(x—x0)2 +2(x—x0)i=((x—xo)+ﬁJ —i (1.283)

Diese Gleichung stellt im Allgemeinen Fall einen Hyperboloid dar. In der ct-x-Ebene

ist es eine Hyperbel. Die Asymptoten lauten

2
X=X +c_ = *ct (1.284)

a,

Die Asymptote +ct, kann als die Weltlinie eines Photons interpretiert werden, das bei

zur Zeit t=0 in x-Richtung startet.

Abbildung 1.75 zeigt die Weltlinie eines konstant beschleunigten starren Korpers
(z.B. Rakete) im Minkowski-Diagramm, sowie die Asymptote +ct, welche die Weltli-

nie eines Photons darstellt.

ct [Ls]
Licht —
[~
» X [Lg]
o2 O o2
ar .

Abbildung 1.75: Weltlinie (blau) eines konstant beschleunigten Korpers (z.B. Rakete) mit

konstanter Eigenbeschleunigung a. = 20m/s?
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1.22.15 Die relativistische Raketengleichung

Wir wollen uns nun im Detail mit der Physik von Raketen beschéftigen. Wir werden
dabei hauptsachlich die Frage beantworten, wie schnell eine Rakete werden kann. Im
Falle von treibstoffbetriebenen Raketen, konnte man zunachst vermuten, dass dies
aufgrund chemischer Verbrennungsprozesses, nicht allein anhand physikalischer
Formeln berechnet werden kann. Dies ist jedoch falsch, da das Grundprinzip des
treibstoffbetriebenen Raketenantriebes auf dem rein physikalischen Riickstofsprinzip
basiert. Der Riickstof$ wird dabei durch den Ausstofd der Verbrennungsgase erzeugt.
Damit wird die Berechnung der Geschwindigkeit der Rakete anhand des Impuls-
und Energieerhaltungssatzes moglich.

Wir werden zunachst den Vorgang aus Sicht der klassischen Physik untersuchen und
gelangen so zur klassischen Raketengleichung. Erst im Anschluss wenden wir die Exr-
kenntnisse der SRT auf die Rakete an, um zur relativistischen Raketengleichung zu
gelangen.

Zum Abschluss beschéftigen wir uns mit einer weiteren Form des Raketenantriebes,
der durch Teilchen-Antiteilchen Zerstrahlung realisiert werden kann.

In Abbildung 1.76 sind schematisch die wichtigsten physikalischen Grofien zur Be-
rechnung der Geschwindigkeit der Rakete vy dargestellt.

Zeitty: Zeit t:
Vg (4) Vg (t2)
mpg () mg (1,
. '('h'ﬁR

Index ,R*: Rakete, ,g": Verbrennungsgas

Vg = konst.

Abbildung 1.76: Schematische Darstellung zum RiickstofSprinz beim Raketenantrieb
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1.22.15 Die relativistische Raketengleichung

Klassische Raketengleichung

Der Impulserhaltungssatz setzt die Summe der Impulse innerhalb eines physikali-
schen Systemes, zu einem Zeitpunkt t;, mit der Summe der Impulse zu einem Zeit-
punkt t, gemafs (1.15) in Beziehung zueinander.

Unser physikalisches System besteht hierbei aus folgenden physikalischen Grofien:

- Masse der Rakete my (Rakete + Besatzung + Treibstoff)

- Geschwindigkeit der Rakete v

- Geschwindigkeit der Verbrennungsgase v, (konstant)

- Leergewicht der Rakete my... (Rakete + Besatzung) nachdem der Brennstoff vollstan-

dig verbraucht ist

Wir nutzen die Naherung, dass die Geschwindigkeit der ausgestofsenen Verbren-
nungsgase konstant ist und vernachldssigen die Luftreibung beim Flug der Rakete
vollstandig.

Wir wollen den Geschwindigkeitsverlauf der Rakete berechnen. Wir wenden den Im-

pulserhaltungssatz auf den abgebildeten Vorgang in Abb. 1.76 an und erhalten
Mp(ty p(ty)=mp(ty Jv(ty)—dmp v, (1.285)

Wenn wir im Rahmen einer Grenzwertbildung, t,-t;=At gegen Null gehen lassen,

dann gilt die Naherung

mp(ty)=mg(ty)

und man erhalt aus (1.284)

Mp(t v (ty)=mp(t) Jvg(ty)—dmp -v, (1.286)

Wir kénnen diese Gleichung nach der Anderung der Geschwindigkeit der Rakete

aufldsen

dmp -v,

Vr(ty)=Vve(t)=

mp
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Da wir At gegen Null gehen lassen, erhalten wir eine differentielle Geschwindigkeits-

anderung
dv, = M v (1.287)
mp

Dies ist eine Differentialgleichung und kann integriert werden, wenn man die An-

fangsbedingungen festlegt. Wir gehen von folgenden Startbedingungen aus:

- Mgy ist das Startgewicht der Rakete (Rakete + Besatzung + Treibstoff) zum Zeitpunkt
t=0
- vro=0 ist die Anfangsgeschwindigkeit der Rakete zum Zeitpunkt t=0

Wir erhalten mit (1.287) folgende Integralgleichung

V() m(t)

dvg =v, - | —dmy
mp
Vvp=vy=0 m

Dies ergibt folgende Losung, wenn wir das erdnahe Schwerefeld mit Erdbeschleuni-

gung g berticksichtigen

(1.288)

m m
ve(t)=v, ln(m R(Ot)J—gt =V, ln[m_—l%}—gt
R RO R

Diese Gleichung wird auch als klassische Raketengleichung bezeichnet.
Die Maximalgeschwindigkeit erreicht die Rakete zu der Zeit t=ts, wenn der gesamte

Treibstoff verbraucht ist. Die Rakete hat dann nur noch ihr Leergewicht mee::

m m
Vo(t=1n )=V =y In| —2 | _—or=v In RO | _of (1.289)
R( B) Rmax g (mR(t :tB)j 8 g (leeer g B
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Relativistische Raketengleichung

Die relativistische Betrachtung ist vor allem dann interessant, wenn die Geschwin-
digkeiten vg und v, in der Nahe der Lichtgeschwindigkeit liegen (ca. 20%) und der
Lorentz-Faktor nicht mehr vernachlassigt werden kann.

Der Impulserhaltungssatz aus Sicht der Rakete (MR S'=5« ), wird eine dhnliche Form
haben, wie im Fall der klassischen Mechanik. Wir betrachten dazu die Situation vor
dem Ausstofien der Verbrennungsgase T, aus Sicht der Rakete und zu einem differen-
tiell grofieren Zeitpunkt 1,. Danach miissen wir den Vorgang zurtick nach S transfor-
mieren um die relativistische Raketengleichung aus Sicht der Erde berechnen zu kon-

nen.

Impulserhaltungssatz im Ruhesystem (Schwerpunktsystem) der Rakete ( MR S'=S+)

Der Impulserhaltungssatz im relativistischen Fall im Schwerpunktsystem, ergibt sich
deshalb analog zum Fall in der klassischen Mechanik. Die Massen entsprechen den

Ruhemassen im momentanen Ruhesystem

Mp(Ty V(7)) =mp(Ty Vg (T,)—dmp(7)-v, (1.290)
Daraus folgt aufgrund vr(t,)-vr(T: )=dvr

mp(7)dvig (7)=—=dmp(7) v, (1.291)
Wir bilden den Differentialquotient mit der Eigenzeit

6v'R(r):_8dmR(r)'v (1.292)
or ot g

Mmp(7)

Wenn wir die Gleichung durch my dividieren, dann erhalten wir direkt den Aus-

druck fiir die Eigenbeschleunigung

g o VR(T) Ve Odmy(7) (1.293)
’ or me(t) Ot

Daraus erhilt man dann analog (1.287)
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dmp(t) __a; (1.294)
mp(7) Vg

Die Losung erfolgt ebenfalls wie in (1.288) durch Integration

In[mR_(r)j _ 4 (1.295)

My, Vg

Nun transformieren wir das Ganze zuriick um eine Aussage in S zu erhalten. Mit
(1.280) haben wir bereits die Transformation der Eigenzeit geldst.
Dies setzen wir in (1.295) ein und losen folgendermafien nach dem zeitabhangigen

Verhaltnis der Massen auf

;,{’"R_(f)j __4 ¢ ln(ﬂJ ___c ;,{ﬂ} (1.296)

Mg vy 2a: 1=/ v, \1-p

Und damit ergibt sich die relativistische Raketengleichung

. 1+VR(f) i
Mo Z(HﬂJ% _ c (1.297)
me(t) \1-p l_VR(t)
C

Diese Gleichung klart u.a. die Frage, welches Verhaltnis von Startgewicht m, zu Leer-
gewicht my., vorhanden sein muss, damit eine bestimmte Geschwindigkeit der Rake-

te vy erreicht werden kann.

Relativistische Rakete mit Photonenantrieb

Die Energie fiir den Antrieb kann jedoch nicht nur aus chemischen Verbrennungs-
prozessen entstehen, sondern z.B. auch aus der Zerstrahlung von Materie mit Anti-
materie.

In Abschnitt 1.22.10 haben wir uns die Vernichtung von Elektron und Positron ge-
nauer angesehen und festgestellt dass dabei 2 Photonen mit je 0,581MeV entstehen.
Bei geniigend Materie- und Antimaterie kann also geniigend Energie fiir den Antrieb

einer Rakete entstehen.
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1.22.15 Die relativistische Raketengleichung

Vom Ruhesystem S (Erde) aus, hat die Rakete den Impuls

P =VRMRVp (1.298)

Hierbei ist mr die Ruhemasse der Rakete. Der Impuls der Rakete andert sich zum ei-
nen relativistisch mit der Geschwindigkeit und zum anderen aufgrund des Antriebes
selbst, der einen Riickstofs erzeugt. Dieser Riickstofs muss in der Verringerung der
Ruhemasse berticksichtigt werden, welcher im Fall des Photonenantriebs (z.B Mate-

rie-Antimaterie) nur aus der Zerstrahlung von Ruhemasse kommen kann

o(rxve) (1.299)

pr 8(7’RmRVR) amR(
ot

= = +
ot ot ot VRVR )+ my

Wir nutzen folgende Naherung fiir die Ableitung des Produktes aus Lorentz-Faktor

und Geschwindigkeit der Rakete

a(?/RVR)
ot

~ 3 ¥
YR VR

und erhalten

op om
a_tR: atR (7RVR)+mR '7131 “ap

Bei ar handelt es sich um die lineare Beschleunigung der Rakete im System der Erde
S. Aus dem Transformationsgesetz fiir die Beschleunigung (1.273), sieht man, dass
das letzte Produkt die Eigenbeschleunigung darstellt
Pr

— = MpYyrVg tMp-a,

ot

(1.300)

Die relativistische Ruhemassendnderung der Rakete -dmg (wobei dmg<0), erzeugt
den Photonenimpuls -dmg*(-c) nach unten.

Dies gilt jedoch nur im Ruhesystem der Rakete, in der die Photonen entstehen. Die
Energie der Photonen im Inertialsystem der Erde S, kann anhand der Doppler-For-

mel (1.122) berechnet werden
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—y ﬂ: r [€TVR 1.301
4 f\/1+,6’ f\jc+vR ( :

Damit ergibt sich mit dem Korrekturfaktor f/f', die differentielle Impulsanderung der

Rakete aufgrund des Photonenriickstofies im Erdsystem S

S CT VR
d, =cdm, ~— = cd (1.302)
PR_pn = CAMp Iz campg ctvg

Und somit fiir den Differentialquotient

Pr_ph _ o |V (1.303)

ot R c+vp

Nun kénnen wir den Impulserhaltungssatz mit (1.300) und (1.303) anwenden

0 9 -
PLr . _PrPh_ iy oy v +mp -a, =—crity |—= (1.304)
ot ot c+vg

Dies kann einfach umgeformt werden

_mR a;

1- B*

mR:
C

Wir ersetzen die Ableitungen durch Differentiale

dm g

- % - prar (1.305)
C

mg

Aus der Transformationsformel (1.273) fiir Beschleunigungen zuriick ins Erdsystem S

folgt andererseits

Wir setzen das in (1.305) ein

dmp _ 2 dvp dvy dp
my e dl-p7) 1-p8
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Hieraus folgt die Raketengleichung im Inertialsystem der Erde S bei Photonenantrieb

aufgrund von Materie-Antimaterie Annihilation

,nmR_(f):,n[ ﬂ]

My 1+p

Und damit
Mgy _ [1+5 _ (1.306)
me(t) \1-p
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1.23 Relativistische Elektrodynamik 1

In allen bisherigen Experimenten hat sich bestétigt, dass es kein Experiment erlaubt,
festzustellen, ob sich die Versuchsapparatur gleichformig bewegt, wenn diese ein ab-
geschlossenes System darstellt oder ob sie ruht. Ein Beobachter innerhalb eines abge-
schlossenen Inertialsystems kann also nicht feststellen ob er sich bewegt oder ruht.
Das dahinterliegende Prinzip wird als Relativitdtsprinzip bezeichnet. Aus diesem
Grund muss es moglich sein, dass physikalische Grofien zwischen Inertialsystemen
so umgerechnet werden konnen, dass dieses Prinzip auch in der Umrechnung physi-
kalischer Grofien stets erfiillt ist. Aus den Axiomen der SRT ergeben sich daraus die
fundamentalen Transformationsgesetze der Raum- und Zeitkoordinaten, welche wir
als die Lorentz-Transformationen identifiziert haben. Die physikalisch-mathemati-
sche Bedingung, die die Erfiillung des Relativitatsprinzips beschreibt, ist dann die In-
varianz physikalischer Gesetze wenn Sie einer Lorentz-Transformation unterworfen
werden. Die Ergebnisse der Rechnungen entsprechen dann den physikalischen Mess-
ergebnissen in den jeweiligen Inertialsystemen. Wir werden in den néchsten Ab-
schnitten das Relativatsprinzip und seine Forderung der Invarianz der elektroma-
gnetischen Felder unter der Lorentz-Transformation anwenden und werden sehen,
dass die Feldstiarken bei der Umrechnung auf andere Inertialsysteme modifiziert
werden miissen, damit sie das Relativitdtsprinzip erfiillen und somit korrekte Um-
rechnungen zwischen den physikalischen Grofien erlauben.

Zunachst wollen wir uns noch nicht mit den Transformationsformeln beschaftigen,
sondern an konkreten Beispielen jeweils innerhalb nur eines Inertialsystems die gel-
tenden Gesetzmafligkeiten der Elektrodynamik erproben und nur die Forderungen
an die Transformationsformeln anhand des experimentell bestdtigten Relativitats-
prinzips zum Ausdruck bringen. Dies ermoglicht eine anschauliche problemorien-
tierte Herleitung der Umsetzung des speziell relativistischen Relativitdtsprinzips in

der Elektrodynamik.
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1.23.1 Lorentz-Kraft und Newtonsche Relativitit der elektromagnetischen Felder

Seit Hendrik Anton Lorentz, weifs man, dass eine mit Geschwindigkeit v bewegte La-
dung q in einem allgemein iiberlagerten elektrischen- und magnetischen Feld eine

Kraftwirkung erfahrt, deren Starke gemafs (1.307) berechnet werden kann

F, :q(E+\7xl§) (1.307)

Wir geben diese Gleichung hier als phanomenologische Gleichung an. Im weiteren
Verlauf des Kapitels 1.23, werden wir zeigen, wie die Lorentz-Kraft aus der Speziel-
len Relativitdtstheorie abgeleitet werden kann.

Bereits zu Maxwells- und Lorentz Zeit, war bekannt, dass es einen Zusammenhang
zwischen elektrischer- und magnetischer Kraft geben muss. Dazu stellen wir uns fol-
gendes Gedankenexperiment vor: Zwei Inertialsysteme bewegen sich relativ zuein-
ander mit konstanter Geschwindigkeit v in x-Richtung. Das Inertialsystem S wird,
vollig gleichberechtigt, zu S', zundchst als ruhend angenommen. Relativ zu S' befinde
sich eine Feldladung Q am Ort r'=const. und in ebenfalls konstanter Entfernung

dazu, eine in S' ruhende Probeladung (Abbildung 1.77).

E(t) = T + vt

- :
X I = const.

Abbildung 1.77: Skizze zur Berechnung der Lorentz-Kraft bei bewegten Inertialsystemen

S' misst nun fiir die Kraft auf die Probleadung q eine rein elektrische Kraft, welche

vom Feld E' der Feldladung Q erzeugt wird. Er kann dies mit (1.308) berechnen

Fre b (1.308)
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Fiir einen Inertialbeobachter S hat die Feldladung Q jedoch die Geschwindigkeit v.
Dies entspricht daher einem Strom I=Q*v. Dieser Strom erzeugt fiir S also ein Ma-
gnetfeld. Zusatzlich misst S noch ein elektrisches Feld E, welches jedoch kleiner ist,
als dasjenige das in S' gemessen wird. Er berechnet die Kraft auf die Probeladung in

S also deshalb nach der allgemeinen Lorentzschen Kraftformel so
F=glE+vxB) (1.309)

Fiir kleine Geschwindigkeiten v<<c, misst man, dass die Krafte in S' und S genau

gleich grof sind, sodass die Aquivalenz von (1.308) und (1.309) also ergeben muss

F'=F = qE'=q(E +7x B) (1.310)

Da wir aber bereits gesehen haben, wie Kréfte, welche zu Beschleunigungen fiihren,
nach der SRT transformiert werden miissen, so miissen wir davon ausgehen, dass
dieser soeben abgeleitete Zusammenhang nur im Fall v<<c giiltig sein kann.Wir wol-
len diese intuitive Erkenntnis der , klassischen” Relativitat von E- und B-Feld an fol-
gendem weiteren Gedankenexperiment nochmals untersuchen.

Der Raum sei von einem homogenen Magnetfeld B (blaue Pfeile) in y-Richtung
durchsetzt. In S' ruhe ein Teilchen, das die elektrische Ladung q tragt. Die beiden In-

ertialsysteme S und S' seien mit v gegeneinander bewegt:

Abbildung 1.78: Skizze zum Newtonschen Relativitatsprinzip bei elektrischen- und magneti-

schen Feldern
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Beide Beobachter in S und S' messen eine Kraftwirkung auf das geladene Teilchen
anhand der Beschleunigung das es erfahrt. Die Messergebnisse zeigen wieder, dass
beide genau den gleichen Wert der Kraft messen. Nun berechnet jeder Beobachter
nach der ihm bekannten Theorie von der Lorentz-Kraft die Kraftwirkung. Sie stimmt
jeweils mit der Messung iiberein. Die jeweiligen Beobachter werden jedoch aufgrund

der Relativbewegung mit v, unterschiedliche theoretische Ansitze wahlen.

Fiir den Beobachter in S gilt mit der Lorentz-Kraft (1.307)
F = q(v x B)

Er rechnet also nur einen magnetischen Anteil ein.
Fiir den Inertialbeobachter S' befindet sich die Ladung q jedoch in Ruhe und er wahlt

einen rein elektrischen Erklarungsansatz
F'=4E'

Wiederum sollte von der theoretischen Beschreibung her, mit dem Newtonschen Re-

lativitatsprinzip gelten

F'=F = gE'= g x B)

Nach der damaligen Vorstellung vor Einstein, sollte die Galilei-Transformation zwi-
schen den Koordinaten (1.1) und (1.2), die Umrechnung der Formeln ermoglichen.
Wir konnen uns dies veranschaulichen, wenn wir unser Gedankenexperiment um ein
weiteres Inertialsystem S", das sich mit 0,5*v gegen das Inertialsystem S in gleicher
Richtung bewegt. Gemafs der Galilei-Transformation sollte dieser Beobachter dann
aufgrund der Beschleunigung des Teilchens eine gleich grofie Kraft wie in S und S'

folgendermafsen errechnen kénnen:

- 1. -
F''= —VvxB"
42 J
Es sollte dann wiederum folgende Gleichheit gelten

Fr'=F'=F = gF'= qi x B)= q(%ﬁxg”j
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Anhand des folgenden Gedankenexperimentes wollen wir uns nun damit beschafti-
gen, wie sich ein rein elektrisches Feld in ein magnetisches Feld, aufgrund einer Rela-
tivbewegung nach der damaligen klassischen Theorie mit Hilfe der Galilei-Transfor-
mation transformieren sollte. Ein wichtiger Erhaltungssatz der uns analog zur Erhal-
tung der Ruhemasse dabei leiten wird, ist der Erhaltungssatz von der elektrischen

Ruhe-Ladung qo, welcher auch in der SRT eine fundamentale Rolle spielt

do = s (1.311)

In S herrsche ein homogenes elektrisches Feld, das durch 2 ruhende Leiterplatten der
Lange 1 mit konstanter Flachenladungsdichte o von +Q/A, bzw. -Q/A erzeugt wird
(Abbildung 1.79). Das von den Leiterplatten erzeugte elektrische Feld E in S, wirkt
nur in y-Richtung und wird nach (1.312) berechnet

E -r_9 (1.312)

» VvV

Abbildung 1.79: Klassische nicht-relativistische Transformation des elektrischen und magne-

tischen Feldes

Ein Inertialbeobachter S' bewegt sich nun mit v in x-Richtung. Er misst ein reines Ma-
gnetfeld B', das so gerichtet ist, dass es die gleichen Auswirkungen auf eine bewegte
Probeladung hat, wie das elektrische Feld E in S. S' kann zur Berechnung der Aus-
wirkung des Magnetfeldes die ,Rechte — Hand — Regel” anwenden. Wie kann dies

erklart werden?
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Das Auftreten dieses gerichteten Magnetfeldes B', kann S' nur dadurch erklaren,
dass die Ladungen auf den Platten einen Flachenstrom j' in x-Richtung erzeugen, der

wie in Abbildung 1.80 gerichtet sein muss.

Abbildung 1.80: Darstellung des Flachenstromes j

Der Inertialbeobachter S' wendet die Galilei-Transformation (1.2) an und argumen-
tiert also, dass sich der Linienstrom j' aus der bewegten Flachenladung (auf den in S
ruhenden Leiterplatten) aufgrund der Relativbewegung mit Geschwindigkeit -v in x-

Richtung ergibt. Da klassisch o = o' folgt
J'(x')=-0-v(x) (1.313)

Allgemein gilt, dass das Magnetfeld, das durch eine Stromdichte j entsteht, generell
mit dem Maxwellschen Durchflutungsgesetz berechnet werden kann. Dieses lautet
fir S'

!

ﬁﬁrds;l: ]l ;ir_i_aaii ;4! (1314)

Da sich die Strome in +z-Richtung gegenseitig kompensieren, erhdlt S' eine Magnet-

feldstarke nur in z-Richtung. Achtung hier ist mit j' wieder der Linienstrom gemeint
§H'd§':H’(Z)‘l'-l—H'(—Z)'l':—j"l :HI(Z):H!(_Z):_%J'!.Z (1.315)

In S' bewegen sich beide Ladungstrageranteile, sodass dann fiir das Magnetfeld B' in

z-Richtung folgt

B'(z)=u2H'(z) =) (x') = B, (1.316)
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Mit (1.313) gilt dann wiederum dao=0":
B' = pu,o-v, (1.317)

Ersetzt man in (1.317) die Flachenladung o durch den entsprechenden Ausdruck in

(1.312) dann erhalt S fiir die Transformation des elektrischen Feldes E
B'Z :_goﬂovx 'Ey (1'318)

Das bedeutet also, dass ein Beobachter in S, der die elektrische Feldstarke E in y-
Richtung misst, fiir das Feld in einem mit +v in x-Richtung relativ dazu bewegten In-
ertialsystem S' ein rein magnetisches Feld der Stirke B' in z-Richtung berechnen
muss, damit das experimentell bestdtigte Relativitatsprinzip gewahrt ist.

Der bewegte Beobachter in S' kann den Vektorcharakter vollstandig berticksichtigen.
Dies geschieht analog zur Herleitung der Transformationsformeln fiir das das dyna-
mische Massenmoment (siehe Kapitel 1.22.13, Seite 189-190) und erhalt dann mit

dem vektoriellen Kreuzprodukt, fiir die Transformationsformel den Zusammenhang

- = 1/ =
B= sty (i x E)= —— (7 < E) (1.319)

c
Herrscht in S noch ein davon unabhédngiges weiteres rein magnetisches Feld, dann
kommt dies additiv zu dem transformierten Feld hinzu
B=B-L(5xE) (1.320)

2
c

Bewegt sich ein Beobachter S' parallel zu den Feldlinien eines E- oder B-Feldes in S,
nur dann muss er die Grofien nicht transformieren.

Nach der klassischen nicht-relativistischen Theorie vor Einstein, folgt also fiir die
Transformationsformeln welche sich allein aus den Galilei-Transformationen und der

Lorentzschen Kraftformel ergeben, folgende Tabelle.
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Die Transformationsformeln dieser Tabelle basieren auf der Galilei-Transformation

(1.1) und (1.2) und sind deshalb nur dann zutreffend, wenn die Relativgeschwindig-
keit v<<c

Fur S Fir S'

Elektrisches Feld |Magnetisches Feld |Elektrisches Feld |Magnetisches Feld

' _ ' — — 4
E//V_E//V B//V_B//V E//V_E//V

D (1.321)
B//v =B V/aY

B\ =E, +[FxB) 5.-5.-L6<) E, =E,-xB) 5

(1.322)
v
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1.23.2 Transformation der elektromagnetischen Felder

Wir wollen nun an unsere Uberlegungen aus Kapitel 1.23.1 ankniipfen und mit den
bisherigen Erkenntnissen der SRT in diesem Buch zeigen, dass das Magnetfeld B sich
bei hohen Geschwindigkeiten anders transformieren muss.

Wir vervollstindigen also das Gedankenexperiment aus 1.23.1. Man betrachte dazu
Abbildung 1.79.

Aufgrund der speziell-relativistischen Langenkontraktion ist die Lange der Leiter-
platten in S' keine Eigenldnge, da die Leiterplatten zwar in S ruhen, nicht aber in S'.

Ein Inertialbeobachter in S berechnet also fiir die Flache der Leiterplatten in S'

g4 (1.323)

Vv

Da die gesamte Ladungsmenge Q eine Invariante, analog zur Ruhemasse im mecha-
nischen Fall der SRT ist, gilt also Q =Q ' und damit

O=0cd=y,04'=0c'A" =o'=y,0 (1.324)

Wir ersetzen in Formel (1.317) nun o ' durch den soeben abgeleiteten Ausdruck in
(1.323)

B’z = _goﬂo"x '7/\1 'Ey (1325)

Beriicksichtigt man wiederum den vektoriellen Charakter des magnetischen- und
elektrischen Feldes vollstandig und erlaubt man ein zusatzliches B-Feld in S dann
folgt fiir die vollstindige Transformation des magnetischen Feldes fiir S (analog
(1.320))

B =y (EM - Ciz (v x E)} (1.326)

Wiirde dies nicht gelten, dann wiirde S ein zu kleines magnetisches Feld senkrecht
zur Relativbewegung fiir S' berechnen. Desweiteren konnte dann eine Messung in-
nerhalb eines Inertialsystem die gleichférmige Bewegung feststellen. Dies ist jedoch

gemafs dem speziellen Relativitatsprinzip nicht moglich.
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Fiir die allgemeine Ableitung der Transformationsformeln, wollen wir das Relativi-
tatsprinzip und seine Forderung der Invarianz unter der Lorentz-Transformation auf
das elektromagnetische Feld anwenden und werden sehen, dass die Feldstarken bei
der Umrechnung auf andere Inertialsysteme modifiziert werden miissen, damit sie
das Relativitdtsprinzip erfiillen und somit korrekte Umrechnungen zwischen den
physikalischen Grofien erlauben.

Wir folgen hier den Gedankengangen, die Albert Einstein 1905 in seiner Arbeit , Zur
Elektrodynamik bewegter Korper” [4] entwickelt hat.

Ein Raumgebiet des Inertialsystemes S (welches wir als das ,ruhende” ansehen), wel-
ches wir uns zunéchst als leer vorstellen, sei von einem elektromagnetischen Feld
durchsetzt. Die folgenden beiden Maxwellschen Gleichungen beschreiben dann die

Feldgrofien in korrekter Weise

ot
(1.327)
- - 10E
rotB =, j+ _8_

c2 ot

Wir lassen die ordindren Stromdichten j zundchst unberticksichtigt, da es sich nur
um einen additiven Term handelt.

Das elektromagnetische Feld sei nun dergestalt, dass der elektrische Feldstarke-Vek-
tor E in die x-Richtung gerichtet ist. Aus den Maxwell-Gleichungen fiir den leeren
Raum folgt dann daraus, dass die Vektoren des magnetischen B-Feldes dann nur

Komponenten in y- und z-Richtung aufweisen.
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Im als ruhend angenommenen System S, ergeben sich sechs Komponenten-Gleichun-

gen

LZG_E = rotB —oB = rotE

c- ot ot
1 0E, 0B, 0B, oB, OE, OE,
c? ot oy Oz ot 0z oy
1 0E, 9B, 0B, 0B, ©OE. OE,
c? ot oy 0z ot ox 0z
1 0E, 0B, 0B, OB, OE, OE,
c? ot ox oy ot oy ox

Ein Inertialsystem S' bewege sich mit konstanter Geschwindigkeit v in x-Richtung
(Richtung des E-Feldes) in Bezug auf S. Ein geladenes Teilchen befinde sich im Ur-
sprung von S' und ruhe diesbeziiglich. Der Ursprung von S' moge im Mittelpunkt
des Teilchens ruhen. Wir wenden auf obige Gleichungen die Lorentz-Transformation
an und erhalten 6 Gleichungen die in S' ihre Giiltigkeit bewahren. Wir schreiben die

zwei Gleichungen an, die fiir die x-Komponente gelten

1 OE 0 v 0 y OB 0 0
—x 7 X - Zx -——2=—\y |\E B ))-—I(y (E.-v.B
ko oy [7V[BZ 2 Ey D oz [7V(By * c? E D o' o (}/V( 2 TPy )) oz' (}/V( 27 Vx Z))

c

Das Relativitatsprinzip fordert nun, dass die Maxwell-Gleichungen, wenn sie von ei-
nem Beobachter in S' mit den , gestrichenen Grofien” berechnet werden, analog zu
der Form wie in S giiltig sein miissen. Wir schreiben sie wiederum in Komponenten-
schreibweise wie oben, jedoch nur fiir die x-Komponente an

OE', 0B, OB, O0B'. OE', OF

X Z

1
o 9y o o & oy

Die Gleichungen fiir die y- und z-Richtung lassen sich auf analoge Weise gewinnen.
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Diese Zusammenhange konnen nur giiltig sein, wenn in unserer Standardkonfigura-
tion, bei der der E-Feld Vektor nur in x-Richtung zeigt und die Relativbewegung von
S'in Bezug auf S mit v in x-Richtung stattfindet, sich die elektrischen- und magneti-

schen Felder folgendermafien transformieren.

Fuar S Far S

Elektrisches Feld |Magnetisches Feld |Elektrisches Feld |Magnetisches Feld
E'x = Ex B'x = Bx Ex — E'x Bx — B'x (1.328)

r— _ _ ' ’ (1.329)
Ey_yv(Ey Vsz) B'y=7/v(By +z—’2“Ezj Ey _7V(Ey+vaz) B, =7/V[B’yfv—’2‘E’zj

X
L2

E'Zzyv(Ez +VxBy) B'ZZVV(BZ*V—Ey) EZ:yV(E'Z_va'y) Bz=7V[B’Z+%E’y] (1.330)

(o)

Sinngemafs schreibt Einstein dazu in [4]: Man sieht, dass in der entwickelten Theorie,
die elektrischen und magnetischen Felder keine vom Bewegungszustand relativ zu
diesen, unabhangige Existenz besitzen.

Jedwede Asymmetrien bei der Betrachtung bewegter Leiter und durch Magnete er-

zeugte Strome verschwinden.

Beispiel: In S wirke ein elektromagnetisches Feld, das durch die Maxwell-Gleichun-
gen gegeben ist, wobei der E-Feldvektor in x-Richtung zeigt und die Komponenten
des B-Feldvektors in y- und z-Richtung. Wenn sich ein geladenes Teilchen mit v in x-
Richtung bewegt und sich der Ursprung des Inertialsystemes S' in dem Teilchen be-

findet, dann berechnet S fiir die Kraftwirkung (in S') auf das Teilchen :

F'.=qE' =qE,

F',=qE', =qy,(E, —v.B.) (1.331)

F',=qE'.=qy, (E + vay)
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Die Transformation der Krifte fiir S' ergibt sich aus (rechte Spalte (1.244) und (1.245)),

wegen v',=0

F.=F'
(1.332)
-1 ’
Fy,z = 7/1/ Fy,z
Nach Anwendung des relativistischen Tragheitsgesetzes (1.235)
=~  Op _ ~
F:a_P;:mO(ySa//v-’_yvaJ_v) (1333)

erhdlt man die relativistischen Bewegungsgleichungen fiir das geladene Teilchen un-

ter den eingangs erwdhnten Voraussetzungen

Px_ 54 g

atz v my X

azy -1 9

Z 2yt 2 (E —v B (1.334)
6t2 7/1/ mo( y X z)

822 -1 9

—=y, —I\E,+Vv.B

8t2 v mo( z X y)

Es ist zu beachten, dass diese Bewegungsgleichungen nur fiir ein elektromagneti-
sches Feld gilt, das die Eigenschaft hat, dass der E-Feldvektor exakt in x -Richtung
und die B-Komponenten nur in y- und z-Richtung weisen, wobei die Bewegung des
langsam beschleunigten Elektrons in x-Richtung stattfindet.

Es ist zu beachten, dass die bis hier abgeleiteten GesetzmafSigkeiten relativistisch un-
vollstandig sein miissen, da wir bereits gesehen haben, dass das Relativistische Trag-
heitsgesetz ohne den Zusatzterm der Energiedanderung zu Problemen bei der Dreh-
impulserhaltung fiihrt (Hebel-Paradoxon, Seite 182).

Wir wollen deshalb im Kapitel 1.23.4, fiir allgemein {iberlagerte elektromagnetische
Felder, die Bewegungsgleichungen anhand der Lorentz-Kraft (1.307) und der relati-
vistischen Leistung herleiten.

Zuvor wollen wir uns noch kurz die experimentelle Bestatigung der Transformati-

onsgesetze ansehen.
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Experimentelle Bestiticung der Relativitit der elektromagnetischen Feldgrofien
durch W. Wien 1916

Diese relativistische Transformation der elektromagnetischen Felder (1.328) — (1.330),
wurde 1916 von Wilhelm Wien experimentell bestatigt.

Zum damaligen Zeitpunkt, war bekannt, dass durch ein elektrisches Feld Spektralli-
nien leuchtender Gase aufgrund des Stark-Effektes, aufgespalten werden. W. Wien
sandte nun sogenannte ,Kanalastrahlen”, bestehend aus positiv geladenen Wasser-
stoffionen in x-Richtung quer durch ein Magnetfeld, welches in y- und z-Richtung
gerichtet war. Das Magnetfeld hat vom ruhenden Labor (Inertialsystem S) aus gese-
hen, dann die Komponenten By und Bz (Bx=0).

Auf die Kanalstrahlen wirkt also gemafs der Transformationsformeln neben einem B'-
Feld folgendes elektrisches Feld (in S')

E, =0, E,=-yyv.-B., E.=yv B,

In dem Experiment wurde das Licht das die Wasserstoffkanalstrahlen aussenden
spektral zerlegt. Dabei zeigte sich bei den Wasserstoff-Spektrallinien Ha und Hp ge-
nau die Aufspaltung, die vom Stark-Effekt bekannt ist. Da das von aufsen angelegte
Magnetfeld diese Aufspaltung nicht hervorrufen kann, ist das Ergebnis des Wien-
schen Experimentes ein Beweis fiir die Tatsache, dass die Charakterisierung eines
elektromagnetischen Feldes vom Bewegungszustand des Beobachters nach den

Transformationsgleichungen (1.328) — (1.330) abhangt.
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1.23.3 Das elektromagnetische Feld einer bewegten Ladung

Eine elektrische Punktladung Q ruhe im Ursprung des Inertialsystemes S', das sich
mit v in Bezug auf S in x-Richtung bewegt. Die Ladung q ruhe in S nicht im Ur-
sprung, sondern bei r (Abbildung 1.81). Wir wollen nun berechnen, wie das elektro-
magnetische Feld der bewegten Ladung Q, auf die Ladung q wirkt, wenn S' gerade

bei t=0 den Ursprung von S passiert.

't —
r'(1) £

T = konst.

\J
\J

Abbildung 1.81: Skizze zur Herleitung des elektromagnetischen Feldes einer bewegten
Punktladung

In S' ist das E-Feld das auf die Probeladung bei r' wirkt, aus der Elektrostatik be-

kannt. Es handelt sich um das kugelsymmetrische Coulomb-Feld

E'(r'.t)= Q0 - (1.335)
’ 472.(90 ]",3

Die Probeladung q sei beliebig klein, dann herrscht in S' also kein Magnetfeld am Ort
r' (B'=0). Wenn S berechnen mochte, was in S' gemessen wird, dann wendet er die
Lorentz-Transformation zunéchst auf die Koordinaten an. LangenmafSe in x-richtung

erfahren eine Langenkontraktion (nach (1.77))

X'=—y,x
V=y (1.336)
z'=z

Fiir den Betrag des Ortsvektors r' erhdlt S also die Formel
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r’z\/yfx2+y2+zz (1.337)

Setzt man dies in (1.335) ein dann gilt fiir die Komponenten des E-Vektors

g2t 1
E, = 4&% (1.338)
72.(90 }",
B = 0 =z
47T80 p3

Im néachsten Schritt muss S den Einfluss des E-Feldes wissen und (1.338) unter An-

wendung von (1.328) — (1.330) transformieren

B o—p =20t 1
o vy
E, =y,(E —v.B. )= A (1.339)
y 7\)( y X z) 7/1/472_80 7"3
0O z
E. =y |\E.+v.B )=y, ——
z 7/\/( z X y) yv 472'80 }",3

Fiir den Betrag des Ortsvektors nutzt S den Zusammenhang mit seinen ,, ungestriche-
nen” Koordinaten (1.337). In kompakter Vektornotation lassen sich diese Komponen-

tengleichungen zu einer Gleichung zusammenfassen

= r
E(rit=0)=y, 4Q (1.340)
g (\/7/sz2 +y2 4_22)3

Das E-Feld der sich bewegenden Feldladung Q ist am beliebigen Ort einer ruhenden
Probeladung zwar radial aber nicht mehr kugelsymmetrisch (Abbildung 1.82).

N

- (@) —»

Abbildung 1.82: Schematische Darstellung des elektrischen Feldes einer mit Geschwindig-

keit v bewegten Punktladung [5]

231



Spezielle Relativitatstheorie 1

Zugleich erzeugt die bewegte Feldladung Q am Ort der Probeladung ein nicht zu
vernachlassigendes Magnetfeld. Dies ergibt sich ebenfalls aus den Transformations-
gleichungen (1.328) — (1.330).

_7vvxy, _7vvxZ,
- 1,0 0 2t HoQ y,(Vx7)
B(#,t=0)=%0 = £ v

4 (\/7/v2x2+y2+zz)3 4r (\/;/fx2+y2+zz)3

(1.341)

Im nicht-relativistischen Grenzfall v<<c folgen die klassischen Gesetze fiir das elek-

trostatische und magnetische Feld

(1.342)
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1.23.4 Relativistische Bewegungsgleichung im elektromagnetischen Feld

Bei einer beliebigen Uberlagerung von elektrischem- und magnetischem Feld ist die
Kraft auf eine Probeladung durch die allgemeine Form der Lorentz-Kraft gegeben
(1.307). Wir haben jedoch gesehen, dass eine korrekte Berechnung eines Bewegungs-
vorganges auch die relativistische Energieanderung, welche mit dem relativistischen
Tragheitsgesetz verbunden ist beriicksichtigt werden muss (siehe Hebel-Paradoxon,
Seite 182), da es sonst zu Widerspriichen u.a. mit dem Drehimpulserhaltungssatz
kommen kann.

Die zeitliche Energiednderung eines Teilchens im elektromagnetischen Feld lasst sich
aus dem elektrischen Potential @, herleiten.

Die potentielle Energie eines Teilchens mit Ladung g, im elektrischen Feld ist
E,=q-D,(r(t) (1.343)

Wenn wir von einer beliebigen raumlichen Feldverteilung ausgehen, dann muss fiir
die zeitliche Anderung der Energie eines mit v bewegten Teilchens in diesem Feld
aufgrund des allgemeingiiltigen Zusammenhangs zwischen zeitlicher Energiednde-

rung und der relativistischen Tragheit gelten:

OFE 2 - . 7 -
Oy 0 _olyme®) | g dla-@ulF() g s
ot ot ot ot

Zusammen mit der Lorentz-Kraft (1.307), dem relativistischen Kraftgesetz (1.333)
und der relativistischen Leistung (1.336), gelten also folgende Gleichungen, welche
Bewegungsvorgange von elektrisch geladenen (nicht spin-behafteten) Teilchen in be-
liebigen elektromagnetischen Feldern im Rahmen der Speziellen Relativitatstheorie

korrekt beschreiben

OE _ 8(}/vmocz ) _

i .“.E vt
ot ot q-v-E(r.t)

(1.345)

% _ W = g(E(F.)+vx B(7.1))
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1.23.5 Herleitung der Lorentz-Kraft

Zwei Punktladungen Q und q ruhen im Inertialsystem S'. Die Punktladung Q bilde
den Ursprung von S' und q befinde sich an einem beliebigen Ort in der y'z'-Ebene

von S' (x'=0). S' bewege sich mit v in Bezug auf S in x-Richtung (Abbildung 1.83).

P v
Abbildung 1.83: Schematische Darstellung zur Herleitung der Lorentz-Kraft

Im Inertialsystem S' ist die Kraft zwischen Q und q im Abstand r=r', stets die Cou-

lomb-Kraft, mit folgenden Komponenten

=0 p=-20 g 9 (1.346)
dreyr' dreyr'

Mit der Lorentz-Transformation fiir die Kraft (1.244) und (1.245), kann daraus die

Kraft in S berechnet werden, da y=y' und z=z':

F =F =0 F _Ey_ Ogy oo Yz (1.347)
Ve y,Amegr” Ty dmeyr”

In Vektorschreibweise lautet dies

0

P Q—"I3 (1.348)
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Wenn nun aber S' zum Zeitpunkt t=0, gerade den Ursprung von S passiert, also auch
Q im Ursprung von S liegt, dann ist S auch ein momentanes Ruhesystem fiir q.
Fiir diesen Fall haben wir bereits eine giiltige Formel (1.340), fiir das wirkende elek-

trische Feld von Q auf q berechnet.

0
_ 7 1

E(Fi=0)=7, 4Q _y 4Q L1y (1.349)
o (\/7fo +y? +22)3 o I

Dieses elektrische Feld erzeugt nun eine Kraftwirkung auf q

F(ri=0)=q E(Fi=0)=y, 2911, (1.350)
47T80 7'

Wir vergleichen (1.350) mit (1.348) und bilden die Differenz (1.348)-(1.350)

Aﬁ(f,t:()):[i—yva'qL y (1.351)

Das ist ein verbliiffendes Resultat, denn der einzige Unterschied zum Fall der Herlei-
tung von (1.340), ist die nun fehlende Relativbewegung zwischen der Punktladung Q
und q. Wir schlieffen daraus: Die hier vorhandene Kraftdifferenz, deren einzige Ursa-
che jedoch eine Relativbewegung einer Ladung ist und nur senkrecht zur Bewe-
gungsrichtung wirkt, wie in diesem Fall, muss eine magnetische Kraft sein, deren Ur-
sache ein magnetisches Feld B ist.

Wir konnen also die Forderung erheben, dass

0

- 1 . 1 = ~
AF(r,t=0)=[——7/vj4Qﬁgqr7 V| = Frug = a5 x B)
0

v

Wir konnen die erste Klammer mit den Lorentz-Faktoren aufldsen und erhalten
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0
2
- . = v Q-qg 1 1.352
AF=F =glpxB)=—yp 1 (1.352)
mag q(v ) Vv o2 4re, g Y
z

Wir vergleichen Fmag (1.352) mit der elektrischen Kraft aus (1.350) und erhalten den

Wert des Quotienten aus magnetischer- und elektrischer Kraft

2
Fonag _ v (1.353)

Wenn v=0 dann ist die Kraft zwischen Q und q von S gesehen eine reine elektrische
Kraft, dies folgt aus (1.350), da AF =0!

Wenn v=c, dann wiirde die Gesamtkraft unendlich werden (Q und q bewegen sich in
festem Abstand an S vorbei), Das heifst dann mit (1.353): Fmag = =Fel . Diese Tendenz
kann bei Beschleunigern beobachtet werden.

Fiir den Zusammenhang zwischen elektrischem und magnetischem Feld der beweg-

ten Ladung Q, gemessen im Laborsystem S erhalten wir aus

Frog =qixB)  und  F,=qE

m

wenn man dies in (1.353) einsetzt

2

E=-%(3xB)
' (1.354)
B=-L(3xE)
C

Da der Vektor B immer senkrecht zur Relativgeschwindigkeit v gerichtet ist, folgt fiir

das Verhaltnis der Betrdge von elektrischem zu magnetischem Feld

B="F (1.355)

2
C
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Wenn die Geschwindigkeit v der elektrischen Ladung gegen c geht, dann gilt

g-lpg (1.356)
C

Dies ist vollstandig bei elektromagnetischen Wellen erfiillt.

Wir haben also festgestellt, dass das messbare Magnetfeld B einer bewegten Ladung
Q, relativistisch erklart werden kann, als eine Anderung des elektrischen Feldes, die
durch eine Relativbewegung zwischen q und Q erzeugt wird. Diese Anderung

der Coulomb-Kraft auf eine Probeladung q AF (1.352), ergibt die Lorentz-Kraft (ohne
additives elektrisches Feld) (siehe (1.307)

ITL:q(T/xE)

Man kann zeigen, dass das Magnetfeld eines Stromes und die daraus resultierende
Lorentz-Kraft auf eine bewegte Probeladung, sich mit der Relativitdtstheorie allein
aus den beiden getrennten Gesetzen, dem Coulomb Gesetz und dem Biot-Sa-
vart-Gestz unter Verbindung mit der Lorentz-Transformation herleiten lasst. Das Ma-
gnetfeld ist also im Sinne der Relativititstheorie eine Anderung des elektrischen Fel-

des aufgrund bewegter Ladungen.
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